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FORMA GEOMETRICA
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SERGIO LOPES RODRIGUES



Numeros Complexos na forma geométrica

Representacao geométrica dos numeros complexos

Plano de Argand Gauss

O plano cartesiano é chamado plano complexo ou plano de Argand Gauss
quando o eixo das abscissas € chamado eixo dos numeros reais e 0 eixo das
ordenadas é chamado eixo dos numeros imaginarios.
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X0Y - Plano de Argand Gauss

0X — eixo dos numeros reais

0Y — eixo dos nimeros imaginarios

P - afixo ou imagem do nimero complexo Z = a + bi

Veja a representagcdo geomeétrica do complexo z =-4 + 3i.



Moédulo de um nimero complexo

Considerando o numero complexo Z = a + bi.
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A distancia OP chama-se médulo de Z e indicamos por |Z| ou p.
Aplicando o teorema de Pitagoras

p? = a? + b?

p =+a*+b? Maédulo de Z

|Z| = p =do, =+ a*+ b?



Exercicio resolvido

Calcular o médulo do numero complexo Z = 4 — 3i.
1Z| = /42 + (=3)2
1z =5

1Z| = 5

Argumento de um numero complexo

Chama-se argumento do numero complexo Z, a medida do angulo 6, formado
por OP com o eixo 0X, medido no sentido anti-horario e 0 < 6 < 2.
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Exercicio resolvido

Determinar o moédulo, o argumento e fazer a representagao geométrica do
nimero complexo Z = V3 + i.



Solugao:

e Calculo do médulo

1Z| = /(@)2 +12

1Z| =vV3+1
|Z| = p=2

e Calculo do argumento

V3

cosf =

senf =

V3 1
6 é o arco cujo COS 8 = e senf = >

Logo 6 =%= 30°

Podemos também calcular o argumento usando a tangente do angulo:

b
tggza
tgh =~ =>tg0= g
V3
tg6= ?

V3

. , V3
6 é o arco cuja tangente é \/?_ ou ¢ = arctg =

Neste caso, 8 pode ser 30° ou 210°. Como o a é positivoe b é

positivo, o angulo 0 esta no 1° quadrante, entdo 6 = 30° ou % :



¢ Representacéao grafica

4 .
/<TI'.I'E ou 30°
o

Forma trigonométrica de um numero complexo

Considerando Z = a + bi, representado pelo ponto P(a, b), temos:

cosf = - a=p.cosO

senf = - b =p.senb

DI VIS

Substituindo em Z = a + bi, tem-se:

Z = pcosB + psenBi



Colocando p em evidéncia, temos a Férmula trigonométrica do numero
complexo Z.

Z = p(cosB + isenB) ou Z = p(cosf + jsenB)

Outras formas de numeros complexos

Na eletricidade usamos outras formas de numeros complexos, veja:

Forma Polar

O numero complexo na forma polar é bastante utilizado na analise de circuitos
e é representado por :

|z| =B

Forma exponencial:

A formula de Euller, /9 = cosf + jsen®, possibilita outra forma de numero
complexos, denominada forma exponencial.

Z = p(cosO + jsenh) = pe’®

z = pel?




Exercicio resolvido

1) Escreva o nimero complexo Z = 1 + +/3i na forma trigonométrica, polar e
exponencial.

Solugao:

e Calculo do médulo

p=Vi+3=2

e Calculo do argumento

B_a_l
cosf = =5

b
senf = — =

V3
2

T
6 = —ou 60°
3
Calculando 6 usando tangente:

tH—b
g_a

3
th—T

6 é o arco cuja tangente é V3 ou 6 = arc tg V3
logo, 8 = g = 60°

Neste caso, 6 pode ser 60° ou 240° . Como o a € positivo e b é positivo,
o angulo 0 esta no 1° quadrante, entdo 8 = 60° ou g :

¢ Representacao grafica



e Forma trigonométrica
Z = p(cosB + jsenB)

Z = 2(cos§ + jsen g) ou Z = 2(cos60° + jsen60°)

e Forma polar

z:zﬂ

e Forma exponencial

z = 2eJ60°

1]
2) Escreva o numero complexo zZ - 4 120 13 forma trigonométrica e
retangular.

e Forma trigonométrica

Z = p(cosB + jsenB)

2T 2T

Z = 4(cos120° + jsen120°) ou Z = 4(cos 3 +jsen?)

e Forma retangular

Z = 4(cos120° + jsen120°)

1, .V3
Z=4(—5+j75)



1 3
Z=4(_E+]7

Z=§(—1+j\/§)

Z=2(—-1+jV3)

Z=-2+j2V3)

Operagdes com numeros complexos na forma trigonomeétrica

Multiplicagao na forma trigonométrica

Considerando dois numeros complexos:

Zy = p1(cosB, + isenb,) e

Z, = p,(cosB, + isenbs,)

Efetuando Z,.Z,

Zy.Z, = p1(cosB; + isenb;).p,(cosh, + isenb,)

Z1.Z5 = py.p2(cosB,cosO, + cosh,.isenb, + isenb;.cosO, + i*senbd;.send,)
Zy.Z, = py.p2(cosB;cosB, — senB;senb,) + i(cosf,senb, + senb,cosb,)
Pela propriedade da trigonometria temos

cos(a + ) = cosa.cosf} — sena.senf

sen(a + f) = sena.cosf + senf.cosa

tem-se que:

Zl'ZZ == pl'pZ[COS(el + 02) + isen(91 + 92)]

Conclui-se que, para multiplicar dois numeros complexos na forma
trigonométrica, multiplicamos os médulos e somamos os seus
argumentos.



Exercicio resolvido

Multiplicar os numeros complexos:

a) Z; = 7(cos80° + isen80°)

Z, = 4(c0s50° + isen50°)

Solugao:

Zl'ZZ = pP1-P2 [COS(91 + 92) + isen(91 + 92)]

Zy.Z, = 28(c0s130° + isen130°)

b) Z, = 2(cos§ + isen%)

Z, =3 7T+' z
5 = (cos3 Lseng)

Solugao:

Zy.Z, = 2.3 [cos (E+

Z1.Z2, =6 57T+'
1-Z, = 6(cos G Lsen6)

/A

> 3) + isen(g + g)]

5w

Divisao na forma trigonométrica

Considerando dois numeros complexos:

Zy = p1(cosBy + isenb;)

Zzz

Efetuando i—

Zy
Z,
Z
Z,

Z_z_

p2(cosB, + isenb,)

1
2

p1(cosB, + isenb;) p,(cosb, — isenb,)

p, (cosB, + isenB,) p,(cosh, — isenb,)

p1. P2 (cosB,.cosB, — icosh,.senb, + isenb,.cosh, — i*senb,.senb,)

p5(cos?0, — i%2sen?6,)

p1l(cosb;.cosO, + senb,.senb,) + i(senb;.cosf, — cos;.senbd,)]
p2(cos?0, + sen?0,)




Pela propriedade da trigonometria, temos:
cos(a — B) = cosa.cosf + sena.cosf

sen(a — B) = sena.cosf — senf.cosa, tem-se:

Zy P

— = —|[cos(6; — 0,) + isen(6, — 6,)]
7 = o lcos(8: — 0) + isen(8; — 6;)

Conclui-se que, para dividir dois numeros complexos na forma trigonométrica,
dividimos os médulos e subtraimos os seus argumentos.

Exercicio resolvido

Dividir os numeros complexos:
Z1 = 15(c0s40° + isen40°)

Z, = 3(cos15° + isen15°)
Solugao:

Z, 15 _
7 =3 [cos (40° — 15°) + isen(40° — 15°)]
2

Z .
— = 5(c0s25° + isen25°)
Z,

Potenciagao (Férmula de Moivre)

Sendo Z = p[cos6 + isenf] en € N*

I"=72.2.7..Z=p.p...p[cos(0 + 60 + -+ 60)+isen(6 +6 + -+ 0)]

Z™ = p"[cos(nB) + isen(nh)]

Conclui-se que, para elevar um numero complexo a poténcia natural n,
elevamos seu modulo p a poténcia n e multiplicamos seu argumento 6 por n.



Exercicio resolvido

Calcular Z® para o nimero complexo Z = 2(cos = + isen=)
Solugao:

Aplicando a formula de Moivre, temos:

76 =26 [cos (6%) + isen (6%)]

7Z° = 64[cosm + isenm]

76 = 64[—1 + i. 0]

75 =—64
Radiciagcao

Chama-se raiz enézima do numero complexo Z = p(cosf + isenf) a todo
numero complexo w = r(cosg + iseng) tal que:

wh =17
w = VZ, comn € N*
[r(cosp + iseng)]™ = p(cosO + isenh)

r™ = [cos(ng) + isen(ng)] = p(cosb + isend)

Moédulo

rn:p - r:%



Argumento

cos(ng) =cosé | 0+ 2kn
{Sen(mp) =sen9mp_9+2k” - ‘P—T,OS(pS 21
Portanto,

n . 0 + 2km . 0 + 2kn
ﬁ—ﬁ[cos( n )+lsen( n )]

Parak =0,1,2,3,..,n—1 valores.

Exercicio resolvido

Determinar as raizes cubicas de Z = 8(cos0 + isen0)

Solugao:
0+ 2km 0+ 2km
:VZ = %(cos 3 + isen 3 )
2kt 2kt
W =2 (COST + isenT>

O numero k deve variarde 0 a 2

k=0 - 2(cos0+isen0) =2(1+1i.0) =2

27 21 1 V3
k=1 - 2<cos?+isen?)=2<—§+i.7>=—1+i\/§

Ar  4m 1 3 _
k=2 - 2<cos?+Lsen?)—2<—§—17>——1—1\/§



Em eletricidade usa-se bastante multiplicacdo e divisdo na forma polar.
Veja:

ZyZo=(PLP) P2[0) =P102 [0, + 6,

Se Z, = 2/30" e Z, = 5/— 45", entdo Z,Z, = (2/30°) (5/— 45" = 10/— 15".

2z, /9 M

ZE&PE&HE’;

[0 = 9

=B L S L i ks SR o 4 e
Sezl-SL_S_(}ezz—E@,enlan%_z 0,4@.

Exercicios

1) Determine o médulo dos numeros complexos:

a) Z=4-1i
b) Z=-3—-j4
c) Z=-5i

2) Determine o modulo, o argumento e a representagdo geométrica do
ndmero complexo Z = 2 + 2+/3i.

3) Represente graficamente os numeros complexos abaixo:
a) Z=2i

b) Z=-5

C) Z=1+1i

d Z=1-jV3

e) Z=-1—j



4) Na figura abaixo, o ponto P € a imagem de um numero complexo z,
representado no plano de Gauss.

by
P
S
: 2
I
>
X
=
2

Nessas condicdes, determine:

a) O médulo de z.

b) O argumento de z.

c) z na forma algébrica ou retangular.
d) z na forma trigonométrica

e) z na forma polar

f) z na forma exponencial

5) Efetue a poténcia Z° sabendo que Z = 2(cos60° + isen60°).

6) Escrever os numeros complexos na forma algébrica ou retangular:
a) Z= —8(cos%+ iseng)

b) Z=3 (cosg + iseng)

o
c) z=6L1%



7) Considerando os numeros complexos abaixo, determine o que se pede:

Z1 = 4(cos10° + isen10°)
Z, = 2(c0s20° + isen20°)
Z3 = cos15° + isen15°

z=8 /135
4

72615
)

=3/ 45°
G

a) 7.7 b) Z,.Z5. 75
Zy
C)Z4.Z5 d)Z_S
Z
b) =



Numeros complexos na eletricidade

1) Um circuito RLC contém um resistor, um indutor e um capacitor. A medida
de resisténcia de um circuito RLC € chamada de impedancia (Z) e € expressa
por um numero complexo.Num circuito RLC em série, a impedancia

equivalente ( Zeq.) em Ohm (Q) na forma retangular é dada por:
Zeq. =R+ jXL- jXC

Ache Zeq. no circuito RLC, em série, abaixo:

R-040

resistor

RCL

indutor

capacitor

X = 0120

X, = 0150 gerador

E { forga eletromotriz )

2) Para um circuito RLC, a primeira Lei a primeira Lei de Ohm ({) € dada por:

E = Zeq. i, sendo E a forca eletromotriz, i a corrente elétrica e Zeq. a
impedancia equivalente desse circuito.

Considerando um circuito RLC onde Zeq= 2 - j6, determine na forma
retangular:

a) A forga eletromotriz E, em volts, quando | = 40 + j100;
b) a corrente |, em ampéres, quando E = —-4.+j2

E
Lembrete: Se E=Z.i,entdo i — ;



1]
3) No circuito RLC de forga eletromotriz E= 4 Lﬁ e impedancia

Z=2 + j2; determine a corrente elétrica na forma polar.

4)No circuito RLC de impedancia Z = 8./ 30" ¢ corente elétrica

i}
i=39 Lﬁ ; determine a forga eletromotriz na forma algébrica.
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