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1° ANO

19 etapa

Apostila I
Matematica Basica

Revisando sistema de equagdes do 1° grau

COORDENAGAO
SERGIO LOPES RODRIGUES



Sistema de equagoes do 1° grau “

Observe o raciocinio: Eduardo e Fernanda
sao irmaos. Ao passarem por uma livraria,
Fernanda resolveu comprar 2 cadernos e 3
livros e pagou um total de R$ 67,00. Eduardo
gastou R$ 41,00 na compra de 2 livros e 1
caderno. Os dois ficaram satisfeitos e foram
para casa. — ¥
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No dia seguinte, encontraram um colega e
falaram sobre suas compras, porém nao se
lembravam do pre¢o de cada material escolar.
Sabiam, apenas que todos os livros, como
todos os cadernos, tinham o mesmo prego.

losmultimidias.wordpress.com

Diante deste problema, sera que existe algum modo de descobrir o prego
de cada livro ou caderno com as informagdes que temos?

Para a resolugcao de problemas como este que apresenta duas incognitas
desconhecidas, utilizamos um sistema de equacgdes.

Agora vamos descobrir o pre¢o de cada caderno e cada livro.
Chamamos de x o prego de cada caderno e de y o prego de cada livro.
Pelo enunciado:

Fernanda comprou 2 cadernos e 3 livros e pagou R$ 67,00, ou seja
2x + 3y =67

Eduardo gastou R$ 41,00 na compra de 1 caderno e 2 livros, ou seja
X+ 2y = 41

Vamos montar o sistema de equacgdes:
{Zx + 3y =67
x+2y =41
Agora vamos resolver o sistema:

1° passo: vamos isolar o x na segunda equagéao para podermos substituir na
primeira equacao.



Xx+2y=41 => x=41-2y

2° passo: Substituir x = 41 — 2y, na primeira equagao do sistema para
encontrar o valor de y.

2x + 3y =67
2.(41-2y)+ 3y =67
82 —4y + 3y =67
-4y + 3y =67 - 82
-y=-15. (-1)

y =15

3° passo: Substituir y =15 em x = 41 — 2y, para encontrar o valor de x.

X=41-2y
x=41-2.15
x=41-30

x =11

Logo, cada caderno custa R$ 11,00 e cada livro custa R$15,00.
Observacgao:

Para resolver o sistema de equagdes acima usamos o método da
substituicao.

Vejamos outro exemplo de resolucdo de sistema de equagdes usando o
método da substituicao.

Resolva o sistema abaixo:

{2x—y= 12
x—3v= —1

Escolhemos convenientemente uma equacgéo e incégnita (de preferéncia
aquela que tem coeficiente igual a 1 e achamos seu valor:
2x +y =12 => y =12 - 2x

Substituimos o valor dessa incognita na outra equacgéo:



x -3y = -1 => x-3.(12 - 2x) = -1

Resolvemos essa equagao, achando assim o valor de uma das incognitas:
X -36 + 6x = -1
X +6x =-1+36

7x = 35

x =25

Substituimos o valorde xemy = 12 - 2x, afim de acharmos o valor de y:
y =12 - 2x

y=12-2.5

y =12 - 10

y =2

Logo, a solugédo do sistemaéx = 5 ey = 2

Podemos usar outros métodos para resolver um sistema, como exemplo, o
método da adigao.

Veja:
Resolva o sistema abaixo:

{Zx—}f= 12
x—3dy= —1

O método da adigdo consiste em somar as duas equagdes membro a
membro de modo que uma das incégnitas desapareca.

Uma das incognitas s6 desaparecera na adicdo se os seus coeficientes forem
simétricos. Quando n&o forem simétricos, sera preciso ajeitar as equacdes para
torna-los simétricos.

Para torna os coeficientes y simétricos, basta multiplicar a primeira equagao
por 3

2x +y =12 .(3) => 6x + 3y = 36
x -3y = -1 =+ x - 3y = A
7X = 35
35 '
X="==>x=25
7
Substituindo xem 2x + y = 12 , temos:
25 +y =12
10+y=12
y =12-10



Outro exemplo:
Resolva o sistema abaixo pelo método da adicao:

{ 2x+ 3y =5
S5x +2y =18
Resolucgao:

Nesse caso para tornar os coeficientes y simétricos devemos multiplicar a
primeira equagao por 2 (coeficiente de y na segunda equacéo) e a segunda
equacao por - 3 (simétrico do coeficiente de y da primeira equacgao).

2x + 3y =5 . (2) => 4x + 6y = 10
5x + 2y =18 . (-3) => -15x - 6y = -54
- 11x =-44 . (-1)

11x = 44

44

X =

11

X =4

Substituindo x em qualquer uma das equacodes, temos:

2.4+3y=5
8 +3y =5
3y = -3
y =-1

Logo, a solugao do sistemaé x = 4 e y = -1

Para resolver um sistema de equacgdes vocé deve
escolher o método que seja mais conveniente.

Exercicios

1) Um caderno custa x reais e um livro custa y reais . Nessas condigdes,
escreva uma equacao que represente cada uma das situagdes abaixo:

a) O caderno e livro custam juntos 55 reais

b) Se vocé comprar 1 livro e 4 cadernos, gastara 100 reais.

c) Usando as equagdes que vocé achou nos itens anteriores , calcule o prego

de cada caderno e cada livro.

2) Em um estacionamento ha x carros e y motos, num total de 18 veiculos e 60
rodas. Nessas condigoes:



a) Escreva a equacéao que representa o numero total de veiculos.
b) Escreva a equagao que representa o numero total de rodas.

c) Determine o numero de carros e o numero de motos que ha nesse
estacionamento.

3) Uma calga custa x reais e uma camisa custa y reais. A diferenga entre o
preco da calca e o prego da camisa € 12 reais. Se 2 calcas e 3 camisas custam
224 reais, qual o preco de cada vestuario?

4) Para pagar uma conta de R$ 55,00 usei 27 cédulas, sendo algumas de R$
5,00 e outras de R$ 1,00. A quantidade de cédulas que usei de cada tipo foi,
respectivamente:

Sistema de equacoes na eletricidade

Na eletronica e na eletrotécnica, muitas vezes, temos que calcular a corrente
elétrica de um circuito usando sistema de equacdées com mais de duas
variaveis. Para isso devemos aprender um método de resolucio de sistema de
equacodes chamada de escalonamento.

Dizemos que um sistema, em que existe pelo menos um coeficiente ndo-nulo
em cada equacéo, esta escalonado se o numero de coeficientes nulos antes
do primeiro coeficiente ndo-nulo aumenta de equacao para equacao.

Observe os exemplos a seguir.

{ dJx+v=4 {Ex—}f=ﬂl-
0x+ 2y =6 ou 2y = 6

Note que a primeira equagao tem dois coeficientes ndao-nulos, a segunda tem
apenas um.

Ox+- yv+z2z=3 v+z=3

x+yv+ 3z=6 X+ Vvt 3z=6
ou
Ox+0y+ z=2 =72

Note que a primeira equagéo tem trés coeficientes ndo-nulos, a segunda, dois
e a terceira, apenas um.



Resolugao de um sistema escalonado

Resolva o sistema:

x+y+3z=12 (I)
v+z=23 (I1)
z=2 (I

Da equacéo (l) , temos z = 2.Substituindo o valor de z na equacao (ll), obtemos
y:

y+2=3 =>y=1

Substituindo z e y em (1) , Obtemos x:

Xx+1+3.2=12 =>x+1+6=12 =>x+7=12 =>x=5
Logo,x=5y=1ez=2

Se o sistema nao estiver escalonado, devemos escalona-lo. Para escalonar
um sistema adotamos o seguinte procedimento:

a) Fixamos como 1° equagdo uma das que possuem o coeficiente da 1°
incégnita diferente de zero.

b) Utilizando as propriedades de sistemas equivalentes, anulamos todos os
coeficientes da 12 incognita das demais equacgdes.

c) Repetimos o processo com as demais incognitas, até que o sistema se torne
escalonado.

2x—3y—z=4 (1)
Resolva o sistema: 1 x+2y+z=3 (IT)
3x—v—2z=1 (I

Trocamos de posicdo a 12 equagdo com a 22 equacgao, de modo que o 1°
coeficiente de x seja igual a 1. Fazendo isso, facilitara os calculos:

2x—3v—z=4

{x—Zy—z=3
3x—v—2z=1

Somamos a 12 equacgao, multiplicada por -2, com a 22 equagao, assim
eliminamos x . O resultado trocamos pela 22 equagao,:

Xx+2y+ z=3 .(-2)= -2x-4y-2z=-6
+ 2x-3y-z=4
-7y-3z=-2




2x —3v—z=4 —Fv—3z= -2

x+2y+z=3 x+2yv+z=3
=> {
3x—v—-2z=1 3x—v—2z=1

Trocamos a 32 equacao pela soma da 12 equacao, multiplicada por -3, com a
32 equagao, assim eliminamos x também na terceira equacao:

Xx+2y++z=3 .(-3)= -3x-6y-3z=-9
+ 3x-y-2z=1

-7y-5z2=-8
x+2y+z=3 x+2y+z=3
—7y—3z= -2 => —7yv—3z= -2
3x—v—2z=1 —7y—5z= —8

Trocamos a 32 equacgao pela soma da 22 equacao, multiplicada por -1, com a 32
equacao, assim eliminamos y:

-7y-3z=-2 .(-1)=7y+3z=2

-7y-5z=-8

-22=-6
x+2y+z=3 [x—E}r—z=3 (1)
—7y—3z= -2 => «—T7y—3z=-2 (Ul
—7y—5z=—8 \—2z=—6 (III)

Agora o sistema obtido ja esta escalonado e podemos resolvé-lo.
-2z=-6 =>2z=3

Substituindo z = 3 em (ll):

-7y-3.3)=-2 => -7Ty-9=-2 =>y=-1

Substituindoz=3 ey =-1em (l):

X+2.(-1)+3=3 =>x=2

Entdo,x=2,y=-1ez=3

Agora vamos calcular as correntes de um circuito elétrico usando os
conceitos matematicos de sistemas de equacgoes.



O circuito abaixo possui:

R,= 20 R.= 3Q

 dois geradores de forgas eletromotrizes (fem) E1=27Ve E2=24 V e
resisténcias internasri=1Q,r=10Q

» trésresistores:R1=2 QO ,R2=6 Qe R3=3 Q.
Observacgao:

A unidade de medida de fem é o volt(V); a unidade de medida de resisténcia
elétrica é o ohm(Q).

Resolver um circuito elétrico significa determinar as intensidades das correntes
elétricas que nele circulam. A unidade de medida da corrente elétrica é o
ampeére (A). Nesse circuito, temos trés correntes, representadas por i1, i2 e is.

Para calcular suas intensidades, vamos montar o sistema a seguir, que resulta
da aplicacdo da 12 e da 2?2 lei de Kirchhoff no circuito da figura acima.

Observacao:

Essas leis sao vistas detalhadamente no estudo de Eletrodinamica, que
pertence a Fisica.

i1-i2 +i3=0
3i1+ 6i2=27
-6i2-4i3 = -24

Primeiramente, neste caso, podemos simplificar a 22 e 32 equacgdes para
facilitar os calculos:

i, — i, +ig=0 i, —i,+i;=0
3i,+ 6i, =27 :3 => i, + 2i, =9
—6i, — 4i,= —24:2 —3i, — 2i;= —12

Trocamos a 22 equacao pela soma da 12 equacao, multiplicada por -1, com a
22 equagao, assim eliminamos i1



it—i2+iz=0.(-1)=-i1 + i2 -i3=0

i1 +2i2 =9
3i2 -i3=9
i, — i, + i, =0 i, — i, =iy =0
{ i, - 2i, =9 => 3i, —i, =9
— 3i, — 2ig= —12 — 3i, —

2i; = —12
Trocamos a 32 equacao pela soma da 22 equagao com a 32 equacao, assim
eliminamos iz:

3i2 - i3

= 9
-3i2 - 2i3 = -12
-3i3 =-3
i — i, + iy =D i, —i,+i,=0 (I)
3i, —i; =9 = 3i,—i, =9  (II)
— 3§, — 2i;= —12 —3i,= —3 (II)

Agora o sistema obtido ja esta escalonado e podemos resolvé-lo.
-3i3=-3 => i3=1

Substituindo i3 =1 em (Il):

10
3i2-1=9 => 3i2=9+1 => 3i2 =10 => 2 =—
10
Substituindo i2 = — e i3=1 em(l):
10 10 10 3 . 7
|1—?+1=0 = 1= — -1 => |1=E- =>|1=§
. . . ? . . 1{:} .
Logo,as correntes do circuito s&o: i1 =§ A ou i1 2=233A 2= oU 2=
3,33A eis =1A.
1) Resolva os Sistemas:
X—}’—32=5 x—}r—z=2
a) v+ z=3 b) {2}{—}?—32:?
z=1

3x+5v—2z=4



2) Calcule as intensidades das correntes elétricas |1, l12e I3 do circuito abaixo:

li - 12 + 13 =0
411 + 612 =31
-6l2 - 5l3 =-26

Esse circuito possui dois geradores de forgas eletromotrizes (fem) E1 = 31V e
E2 = 26V e resisténcias internas r1 =1 Q, rz = 1Q. Trés resistores: R1 =3 Q ,
R2=6 QeR3=4 Q.

Podemos também resolver sistema de equagdes utilizando matrizes e
determinante. Veja a sequir:

Matrizes

As matrizes sédo estruturas matematicas organizadas na forma de tabela com
linhas e colunas, utilizadas na organizacdo de dados e informagdes. Nos
assuntos ligados a algebra, as matrizes sdo responsaveis pela solugdo de
sistemas lineares.

A tabela a seguir representa as notas de trés alunos em uma etapa:

Matematica|| Inglés |[Portugués|| historia

‘A € 7 7 4 ‘




Se quisermos saber a nota do aluno B em portugués, basta procurar o numero
que fica na segunda linha e na terceira coluna da tabela.

Vamos agora considerar uma tabela de numeros dispostos em linhas e
colunas, como no exemplo acima, mas colocados entre parénteses ou
colchetes:

g 5 7 43 9 5|74
linha 68 F 8l on & 8|76

45 5 9 4 5 (5|9
F

coluna

Em tabelas assim dispostas, os numeros sé&o os elementos. As linhas sao
enumeradas de cima para baixo e as colunas, da esquerda para direita:

12 linha

27 linha

3 linha

—=|1 &5 7

—»| % B .z

—w|d4 0 5
T—S‘cnluna

27 coluna

17 coluns

Tabelas com m linhas e n colunas ( m e n numeros naturais diferentes de 0)
sdo denominadas matrizes m x n. Na tabela anterior temos, portanto, uma
matriz 3 x 3.

Veja mais alguns exemplos:

3
7 ] € uma matriz do tipo 2 x 2

5 -1
-3 5] € uma matriz do tipo 2 x 3

Costuma-se representar as matrizes por letras maiusculas e seus elementos
por letras minusculas, acompanhadas por dois indices que indicam,
respectivamente, a linha e a coluna que o elemento ocupa.

Assim, uma matriz A do tipo m x n é representada por:



@ 3 &z - dg
@y day diz . dag
A= ay ag dp 3y
_amf Az Emy - ﬂmn_

ou, abreviadamente, A = [aijlmxn, €M que i e j representam, respectivamente, a
linha e a coluna que o elemento ocupa. Por exemplo, na matriz anterior, a23 é o
elemento da 22 linha e da 32 coluna.

1 5 7
Namatrizd=|4 8 _z , temos:
01 5

ay=l.ay =92 e aj=7
ay =4,ay, =8 e ay= -3

ay =0ay, =1 € an=>5

Algumas matrizes, por suas caracteristicas, recebem denominagdes especiais.

e Matriz linha: matriz do tipo 1 x n, ou seja, com uma unica linha. Por
exemplo, a matriz

A=[90-52],dotipo 1 x4.

e Matriz coluna: matriz do tipo m x 1, ou seja, com uma unica coluna. Por
exemplo,, do tipo 3 x 1

|

e Matriz quadrada: matriz do tipo n x n, ou seja, com o mesmo numero de
linhas e colunas; dizemos que a matriz € de ordem n. Por exemplo, a
matriz



—
"

& 5
= [ 7 1 ] € do tipo 2 x 2, isto é, quadrada de ordem 2.

Numa matriz quadrada n x n definimos a diagonal principal e a diagonal
secundaria. A diagonal principal é formada pelos elementos ajjtais que i =j.
Na secundaria, temosi+j=n+1.

Veja:

T L disgonal principal j=j

diagonal secundaria i+ j=n+ 1

Observe a matriz quadrada 3 x 3 a seguir:

{ T—«::iiagp:unal principal

diagonal secundatia

a1 = -1 é elemento da diagonal principal, poisi=j=1

as1= 2 é elemento da diagonal secundaria, poisi+j=n+1(3 +1=3+1)

Determinantes

Como ja vimos, matriz quadrada € a que tem o0 mesmo numero de linhas e de
colunas (ou seja, é do tipo n x n).

A toda matriz quadrada esta associado um numero ao qual damos o nome de
determinante.

Dentre as varias aplicacdes dos determinantes na Matematica, temos a
resolugao de alguns tipos de sistemas de equagdes lineares;



Determinante de 12 ordem

Dada uma matriz quadrada de 12 ordem M=[a11], 0 seu determinante é o
numero real a11:

det M =la11l = a1

Observacao: Representamos o determinante de uma matriz entre duas barras
verticais, que nao tém o significado de modulo.

Por exemplo:
M=[5] =detM=50ul51=5
M=[-3] =detM=-30ul-31=-3
Determinante de 22 ordem

a a
Dada a matriz 3 =[ e ] , de ordem 2, por definicdo o determinante
associado a M, 221 4o

determinante de 22 ordem, é dado por:

e1g

det 1 =

= iy Tdaday

fal TAgg

Portanto, o determinante de uma matriz de ordem 2 € dado pela diferenga entre
o produto dos elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da
diagonal secundaria. Veja o exemplo a seguir.

senda i = ‘ ?.- . femas:

det M = ‘3}4 ‘ 27 =12 14 = det M =-2

“‘f’




Determinante de 32 ordem

Regra de Sarrus

O calculo do determinante de 3% ordem pode ser feito por meio de um
dispositivo pratico, denominado regra de Sarrus.

Acompanhe como aplicamos essa regra para .
a5 2 a3
D=la; ap ayp
a3 @z Az

1° passo: Repetimos as duas primeiras colunas ao lado da terceira:

1 1
d;p 13 Az :311 ez :
dy) Hgp gy :321 ol

| |
Ay By Haz|, #Hzp Asg

2° passo: Encontramos a soma do produto dos elementos da diagonal
principal com os dois produtos obtidos pela multiplicagcdo dos elementos das
paralelas a essa diagonal (a soma deve ser precedida do sinal positivo):

@\\ % i
3| E‘1:4\31 ian 312;

By gy Mg |az\1\azzl+(311 Bgg 83z Tapduds Tapdy )
| |
B3 B3z "Bz Az a3

paralelas

dimgonal principal

3° passo: Encontramos a soma do produto dos elementos da diagonal
secundaria com os dois produtos obtidos pela multiplicagdo dos elementos
das paralelas a essa diagonal ( a soma deve ser precedida do sinal negativo):

/@ /E:l
dp #y3 A3 L'( 11, 212!
Aay Ain A | AL Aan) —
21 24; 2{ I 2l Buz| —(@)g@gady T @atay @0 das )
di{ #zp A5z Az FAsz

i

paralelas

diagonal secundaria



Assim:

detD = (a11.a22.a33 + a12.@23.a31 + a13. a21.a32) — ( @13.a22. as1 + a11.az3.as +
ai2.a21.a33)

Exemplo:
1 1
1) Calcule o determinante da matriz A= | 4 5 1
2 -4 1
1 3 1

detA=| 4 5 1 |=>

detA=(5 + 6 -16)- (10 -4 +12 ) = -23

detA =-23
Exercicios

1) Ache o valor do determinante das seguintes matrizes:

a)A= [_5 2} b) B = {6 _‘j
3 -1 2 3

3 25 0 3 0
c)C= |4 13 d D= |-2 3
2 3 4 4 -2 5



Resolugao de um sistema utilizando determinante

Fazendo uso de matrizes e determinante, o matematico suico Gabriel Cramer
(1704-1752) encontrou uma regra pratica que permite a resolugédo de um
sistema de equacgdes de n equacgdes e n incognitas. Essa regra é conhecida
como regra de Cramer.

Veja os exemplos de resolugao de sistemas utilizando a regra de Cramer.
x+y+z=9
Resolver osistema { 2x —y +z = 4 .
X+ 2y —g = 32

Solugao
Calculemos D, Dx, Dy e Dz, em que:

D é o determinante da matriz incompleta formada pelos coeficientes de x, y e z
associados ao sistema.

Dx, Dy e Dz sao, respectivamente, os determinantes obtidos quando
substituimos na matriz incompleta a coluna dos coeficientes de x, y e z pela
coluna dos termos independentes.

Entao:
1 1 1
_12 -1 1] _ . o
D= =7 (determinante matriz incompleta )
1 2 -1
9 1 1
D, = 4 -1 1| _ 7 ( trocamos, na matriz incompleta, a coluna dos coeficientes de x
712 2 -1 pela coluna dos termos independentes)
1 9 1
py=|2 % =2
y 1 2 =1 ( trocamos, na matriz incompleta, a coluna dos coeficientes de y

pela coluna dos termos independentes)



1 1 9
D, = 2 -1 4 =3 ( trocamos, na matriz incompleta, a coluna dos coeficientes de z
1 2 2 pela coluna dos termos independentes)
Temos:
Dx
x —_—_— = == 1
D
Dy 21
== —— = — == 3
y D
Dz 35
Z —_— = — 5
D 7

Portanto, a solugéo do sistema é (1, 3,5).

Exemplo 2
Resolver o sistema = —7.
5x+y = 8
Solucdo
Calculemos D, Dx e Dy.
D=1{%2 3|=2+15=17
5 1
-7 =3 Dx 17
B = = ~7+24 =17 = x= 1
* 8 1 T D 17
_ |2 -7 _ _ _ Dby _ >l
Dy = =16+35 =51 =2 y=—— = — =3
T ls o8 YD 17

O conjunto solugdo é § = {(1, 3)}.

Resolva os exercicios anteriores de sistema de equacgdes utilizando esse
meétodo e verifique qual o método que vocé mais se identificou.
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