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3" ANO

Geometria analitica

EQUACAO DA
CIRCUNFERENCIA



Circunferéncia

Como a empresa do fabricante estava crescendo, ele resolveu construir um
galpao para estocar mercadorias, cuja linha da cobertura seria parte de uma
circunferéncia perfeita. A largura do galpao teria 16 m, a altura maxima 6,5 me
a altura da parede onde ficariam as vigas de sustentagcdo da cobertura, 4,5m.
Agora o engenheiro precisaria calcular as dimensbdes dos pilares de
sustentacao usando seus conhecimentos de geometria analitica. Sabe-se que
as distancias entre os pilares teriam 4m. veja figura.

i

Antes de calcularmos as dimensdes dos pilares, vamos aprender alguns
conceitos de circunferéncia

Circunferéncia

Circunferéncia é o conjunto de todos os pontos P(x,y) de um plano
equidistantes de um ponto fixo C(xsY:), desse mesmo plano, denominado
centro da circunferéncia



Equacao reduzida da circunferéncia

Assim, sendo C(x, Yc) 0 centro da circunferéncia e P(x, y) qualquer um de seus
pontos, a disténcia de C a P(dcp) € o raio r dessa circunferéncia.
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Como estudamos, a distancia entre os pontos C e P sera:

dep= J(x —x)?+(y —p.)}

Como d¢p € o raio r, temos:

J@ =x) '+ -y =T

Elevando os dois membros ao quadrado, temos:

(x_xc)z"'(y_yc)2=r2

A equacdo (X - xc)®> + (y - yc)®> = r’é chamada de equacgdo reduzida da
circunferéncia.

Observe que se o centro da circunferéncia estiver na origem C(0,0), a equagao
da circunferéncia é x*+y*=1r?.

Exemplos:

1) Determine equacao reduzida da circunferéncia com centro em (2,- 4) e raio
igual a 5.



Solugao:

X=2,y.=-4er=5
(X=X )+ (y-y)’=r?
(x-20+(y—(-4)*=5
Resposta: (x-2)*+ (y + 4)>=25

2) Determinar as coordenadas do centro C e o raio r da circunferéncia de
equagao (x - 3)2 + (y + 1)? = 25.

Solugéo:
(x=xc)*+(y-ye)'=r"
(x-3)%+ (y + 1) = 25.
Pela equacao dada, temos:
Xc =3

Y= -1

=25

r=425

r=>5

Resposta: C(3,-1)er=5

3) Determinar a equacéao reduzida da circunferéncia com centro no ponto
C (2, 3) e que passa pelo ponto P (-1, 2).
Solugao:

Sabemos que r = dcp. Entéo:

dop =1 = |J(x —x)’+(y -»,)’

r= (-1 -2)’ +(2-3)°

r=y(=3)" +(-1)°
r=+1+9



r= 10

Sendo x. =2 ,y. = 3 e r=4/10 , temos:
(X=X + (y - Yo =17
(x-2)*+(y-3)"=(~10)°

Resposta: (x - 2)* + (y - 3)* = 10

Agora podemos calcular as dimensdes dos pilares do galpdo, através da
equacao da circunferéncia representada pela linha da cobertura. . No caso,
precisamos calcular apenas um pilar, pois o central Py = 6,5 m e por simetria P,
= P3

Primeiramente, devemos escolher um sistema de eixos cartesianos que
coloque a pilar central no eixo y e a largura do galp&o no eixo x.

-+ B(8, 4,5)

P P4 P3

' C(0,Ye)

Para obter a equacao da circunferéncia, devemos calcular o raio r e o centro
da circunferéncia C.



Raio da circunferéncia

Para calcular o raio, pegamos um ponto do grafico, no caso B(8, 4,5) e o
centro C(0, y.), substituimos os valores na equacao reduzida da circunferéncia
(x - XC)Z +(y- YC)Z =

Observando o grafico, y. € negativo, ou seja, y; = - (r—6,5), entdo, y.=6,5-r
B(8,4,5) => x=8, y=4,5

C@O,y:) =>%=0, yco=6,5-r

Substituindo os valores:

(8-02+[45-(6,5-17=r

82+ (r-2y7=r
64 +r’-4r+4=r
4r=68

r=17

Comoy,=6,5—-r,entdoy.=6,5-17,y.=-10,5
Assim, C(0,10,5) er=17

Portanto, a equagao da circunferéncia em questéo sera (x — 0)* + [y — (-10,5)]?

=172 =>x*+(y + 10,5)* = 289

Agora podemos calcular os pilares usando a equagéao obtida:

Observamos no grafico que o ponto mais alto de P3 € o ponto A(4, ya).
Portanto, calculando ya, estaremos calculando a altura de Ps.

Para calcular ya, basta substituir a xa = 4 na equacgao da circunferéncia: Veja
Xa2 + (ya + 10,5)% = 289

4% + (ya + 10,5)% = 289

16 + (ya + 10,5)? = 289

(ya + 10,5)% =289 - 16

(ya + 10,5)% = 273

ya+ 10,5 = /273

yat+ 10,5 = 16,52

ya= 16,52 -10,5



ya= 6,02
Portanto, P;=6,02 m

Como P, por simetria é igual a P3, entdo P, = 6,02 m e o pilar central como ja
sabiamos, tera 6,5 m.

Exercicios

1) Determine a equacéo reduzida da circunferéncia:

a)decentroC (1,5)eraior=6
b) de centro C (-2, - 7) e raio r = /13
c)de centro C (3,0) eraior=4

d) de centro C (0,0) e raior =1

2) Uma fonte sonora esta representada em um plano cartesiano, em que cada
unidade equivale a 1m. O ponto ( 2, 4 ) representa a localizagdo da fonte cujo
som produzido se propaga em todas as diregbes, atingindo uma distancia
maxima de 80m. Nessas condi¢cdes, determine a equagdo reduzida da
circunferéncia que limita a area atingida por essa fonte sonora.

3) Determine as coordenadas do centro C (X, Yc) € 0 raio da circunferéncia de
equacao:

a) (x- 3)*+ (y + 6)* =49
b) (x-2)*+(y-5)*=11
c) (x + 5+ (y-4y¥ =8

d)x*+(y-1)=4

e)x%+y*=5

4) Dentre os pontos A (2, 5), B (0, 5) e C (3, 1), quais pertencem a
circunferéncia de equagdo (x + 2)%+ (y - 1)? = 25.



5) Uma circunferéncia com centroem C (- 1, 2) passa pelo ponto P (2, 0). Qual
€ a equacgao dessa circunferéncia?

6)Determine a equacao da circunferéncia com centro no ponto C (2, 1) e que
passa pelo ponto A (1, 1).

7) O centro de uma circunferéncia € o ponto médio do segmento AB, sendo A

(2,-5) e B (-2, -3), Se o raio dessa circunferéncia é 342, determine a equagao
da circunferéncia.

8) O ponto P (-3, b) pertence a circunferéncia de centro no ponto C (0, 3) e de
raio r = 5. Calcule o valor de b.

9) Determine a equagao de uma circunferéncia cujo diametro é o segmento de
extremidade A (2, 8) e B (4, 0).

OBS: O ponto médio do diametro AB é o centro da circunferéncia.

10) A area de um circulo é dada por A = 7 1. Determine a area de um circulo
limitado por uma circunferéncia de centro C (4, -3) e que passa pelo ponto P (1,

1),

11) A figura abaixo representa um galpdo visto de frente com altura
maxima de 8m. Calcule a distancia do ponto C até o solo sabendo que a linha
da cobertura é parte de uma circunferéncia perfeita.

g

Am am

c

18m



Equacao geral da circunferéncia

Desenvolvendo a equagao reduzida, obtemos a equagao geral da
circunferéncia:

Lembrete: (X —X;)? = (X- X).(X-X; )=
(X=X )? +(y—=VYo)* =12 XX+ X (=X) +(-Xe) - X+ (= Xc)e(- Xc)

=X - Xo X - Xe X + X2 = X2 — 2XX + X2

X2 — 2XX + xc2 + y2 -2ycy + Yc2 =r

X2+ y? — 2XX -2y y+ X2 +y 2 -rP=0

Exemplos

1) Vamos determinar a equacgao geral da circunferéncia de centro C(2, -3) e
raior = 5.

A equacéo reduzida da circunferéncia é:

(x-2)+(y+3)y =5

Desenvolvendo os quadrados dos bindmios, temos:
X2—4x+4+y*+6y+9=25

X+y?—4x+6y+4 +9-25=0

x’+y*—4x+6y -12=0

Outro modo:

C(2,-3)eraior=5.

Substituindo na formula da equacéo geral ficaria:
X2+ y2 — 2XcX -2y y+ X + yc2 -P=0

X2+ y? — 2.2.x -2.(-3).y+ 2% + (-3)- 52 =0

X +y?—4x+6y+4 +9-25=0
x*+y*—4x+6y -12=0



3) A equacdo de uma circunferéncia com centro em C (Xc,Yc) € raior & x* + y2 +
4x -8y + 11 =0. Determine as coordenadas do centro e o raio r da
circunferéncia.

Resolucao 1 — completando os quadrados

X2 +y?+4x-8y +11=0.
(XP+4x+4—-4)+(y*-8y+16—-16)+11=0
(X*+4x+4) +(y*-8y+16)+(-4-16+11)=0.
(x+2)2+(y—4Y2-9=0. => (x+272+(y—4)*=09.

Pela equacao dada, temos:
(X—Xc)z"'(y—yc)2="2
(x+2)"+(y—4)°=9.
Xc=-2

Y= 4

=9

r=+/9

=3

Outro modo

Resolugao 2

Observemos as equacoes:

X2+ V2 —2XX -2y +xZ2+yl-rP=0 =>forma geral (1)

oo v

x> +y®> +4x -8y +11 =0 =>equacdo dada (2)

Comparando (1) e (2) , temos:



2X= 4 => X =-4 =>X= -2
2ye=-8 => 2% =8 =>x= 4
C(-2,4)

Calculo do raio:
XC2 + yc2 = r2= 11

(- 2)2 + 4% - r*= 11

4+16-r’=11
-r’=11-20
-r’=-9
r’=9
r=+9
r=3

Resposta: C(-2,4)er=3



Exercicios

1) Determinar a equacgao geral da circunferéncia de centro C(1, 2) eraior =4

2) Uma circunferéncia de centro C (3. -1} passa pelo ponto A (6, 3). Escreva a
equacao geral da circunferéncia.

3) A equacdo de uma circunferéncia é x> + y? + 12x - 4y - 9 = 0. Determine as
coordenadas do centro e o raio r da circunferéncia.

4) Quais as coordenadas do centro de uma circunferéncia aqual esta
associada a equacdo x* + y> + 8x + 11 =0.

5) ) A equacdo de uma circunferéncia é x* +y?-x-y = 0. Determine as
coordenadas do centro e o raio r da circunferéncia.

6) Dé as equacgdes das circunferéncias, de centro C, mostrada nas figuras:

a h b) YA




Bibliografia

DANTE, Luiz Roberto. Matematica Contexto e Aplicacdes. Sdo Paulo, Atica,
2014.

PAIVA, Manoel. Matematica Paiva — Sao Paulo, Moderna, 2013.
SOUZA, Joamir Roberto. Novo Olhar matematica. Sao Paulo, FTD, 2013.

IEZZI, Gelson. Fundamentos matematica elementar. Sdo Paulo, Atual, 2005



