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FUNCOES DO 22 GRAU

COORDENAGAO

SERGIO LOPES RODRIGUES



REVISANDO EQUAGAO DO 2° GRAU

Antes de aprendermos fungéo do 2° grau, iremos revisar as equagoes do 2°
grau.

Veja a seguinte situagao:

Eduardo criou um cartaz para um trabalho de Matematica. Esse cartaz tinha a
forma de um retédngulo de 50 cm por 30 cm. Para ficar mais bonito, resolveu
colocar uma moldura com papel colorido, de largura x, como mostra a figura.

A0 cm

Considerando que o cartaz com a moldura passou a ocupar uma area de
2400cm?, qual deve ser a largura da moldura do cartaz?

Se x representa a largura da faixa, o cartaz com a moldura é um retangulo de
dimensodes 2x + 50 e 2x + 30. Como a area do cartaz com a moldura é 2400
cm? , entdo, devemos ter:

(2x+50) (2x+ 30) = 2400

4x% + 60x + 100x + 1500 = 2400

4%% + 160x + 1500 — 2400 =0

4x% + 160x — 900 = 0 dividindo a equagao por 4, temos:

X% +40x —225=0

A situagcdo acima se transforma numa equagdo do 2° grau, assim chamada
porque o maior grau do termo em x é 2.



Definigao:

Definimos equac¢do do segundo grau na incégnita x a toda equagdo que pode
ser escrita na forma ax® + bx + ¢ =0, onde a, b e ¢ sdo numeros reais e onde a
€ obrigatoriamente diferente de zero.

ax* +bx+c=0:a,b,c c|Re 20

Dessa forma : a é o coeficiente de x? , b é o coeficiente de x e ¢ € o termo
independente.

‘ A equacao do 2° grau é completa quandob =0ec =0

A equacgao do 2° grau é incompleta quandob=0ouc=0

Vejamos alguns exemplos :

Na equacdo completa : 3x? + x - 7 = 0 2 o coeficiente a é 3 ; o coeficiente b é
1 e o termo independente c é - 7

Na equacdo, expressa na incognita t : t?—15t-8=0 2 o coeficienteaé 1;0
coeficiente b € - 15 e o termo independente c é - 8

Na equacao incompleta: x? - 9x = 0 & o coeficiente a é 1 ; o coeficiente b é - 9
e o termo independente c é zero

Na equacdo incompleta: - x> +12=0 2 a=-1;b=zeroec= 12



Raiz de uma equacao

Raiz € o numero real que, ao substituir a incégnita de uma equacéo,
transforma-a numa sentenca verdadeira.

Se na equacéao x? - 7x + 12 = 0, substituirmos x por 3 encontraremos:
(3P2-7(3)+12 = 9-21+12 2 21-21=0, portanto 3 é raiz da
equacao.

Se na equacao x? - 7x + 12 = 0, substituirmos x por 4 encontraremos:
(4)-7(4)+12 2 16-28 + 12 = 28 - 28 = 0, portanto 4 é raiz da equagéo.

Se na equagao x> - 7x + 12 = 0, substituirmos x por 5 encontraremos:
(5-7(5)+12 = 25-35+12 = 37 —35= 2, portanto 5 ndo é raiz da
equacao.

Os valores x = 3 e x =4 s&o as duas raizes ou a solugao da equagao
X2-7x+12=0

Resolugao de equagoes completas

Resolver uma equacao significa determinar o seu conjunto verdade.

Para resolver equagdes completas do 2° grau utilizaremos a féormula de
Bhaskara. (ou férmula resolutiva).

3 — b +Vb? — 4ac

X = 2a

Podemos representar as duas raizes reais por x' e x", assim:

o ThHE —dac

2

o= —b—+fb* —dac

2a




Discriminante

Denominamos discriminante a expressao b? - 4ac que é representado pela
letra grega A

(delta).
A =b?-4ac

Podemos agora escrever deste modo a formula de Bhaskara:

— b +VA
2a

X =

De acordo com o discriminante, temos trés casos a considerar:

1° Caso: O discriminante & positivo [4 > 0]
O valor de ./~ é real e a equacdo tem duas raizes reais diferentes, assim
representadas:

. —b+VA . —b—+A
= —0 ou x = ——

X 2a 2a

Exemplo:

Resolva a seguinte equagéao 2x°-7x+3=0

Resolucao:

Primeiramente verificamos os coeficientes:
a=2, b=-7 ec=3

Depois substituimos na férmula:

A =b?-4ac

A=(-7%-4.2.3

A=49-24

A=25



Agora vamos determinar o valor da incognita x:

_ —b+VA
o 2a
_ —(=7)+ V25
X = 2.2
7+5
X =—"

Portanto, o valorde x=3 ou x = E

2° Caso: O discriminante é nulo [A.=0])

O valor de +/Aénulo e a equacgao possui duas raizes reais e iguais, assim
representadas:

)
2a

N\ rs

x =x"=

Exemplo:

Resolva a seguinte equagao x>+ 8x+16=0

Resolugao:

Primeiramente verificamos os coeficientes:
a=1, b=8 e c=16

Depois substituimos na férmula:

A =b?-4ac

A=8*-4.1.16

A =64-64

A=0



Agora vamos determinar o valor da incognita x:

_ —b+VA

o 2a

_ -840
X=7"321
= 4

Portanto, o valorde x=-4

3° Caso: O discriminante é negativo .[# < 0]

O valor de+/# n&o existe em IR, pois ndo existe no conjunto dos numeros
reais(IR) raiz quadrada de numero negativo,ndo existindo, portanto, raizes
reais.

Exemplo:

Resolva a seguinte equagéao X*+2x+8=0

Resolugao:

Primeiramente verificamos os coeficientes:
a=1, b=2 ec=8

Depois substituimos na férmula:

A =b?-4ac
A=2*-4.1.8
A=4-32
A=-28

A equacédo nao tem raizes no conjunto dos numeros reais(IR). Dizemos entao,
que a solugdo da equagdo € um conjunto vazio (S = ).



Resolugao de equagoes incompletas

Utilizamos na resolucdo de uma equacéao incompleta as técnicas da fatoragao e
duas importantes propriedades dos numeros reais:

12 Propriedade: 3t ze R, ye R e xy=0entfo, x=00ou »=0

22 Propriedade: Sexe R, ye Rex® =y, entio, x= ﬁ oy X = —J}_f.

1° Caso: Equacio do tipo ax? + bx = 0.

Exemplo:

Determine as raizes da equacao x> —7x=0.
Solugao:

Inicialmente, colocamos x em evidéncia:
X(x=7)=0

Para o produto ser igual a zero, basta que um dos fatores também o seja.
Assim:

x=0 ou

x-7=0 => x=7

Portanto, x=0oux=7

De modo geral, a equacgao do tipo ax’ + bx =0 tem para solugdes x =0 ou

X=—-.
a

2° Caso: Equacgao do tipo ax’?+c =0



Exemplos:

Determine as raizes da equagdo 3x* — 27 =0

Solugao:
3x*-27=0.
3x? =27
¢
3 O resultado pode ser 3, porque 3°=9
x*=9 O resultado pode ser também -3, porque ( -3)>=9
X = +\/§ Portanto, o resultado da equagao tem duas raizes simétricas
X=+43

Portanto, x=3oux=-3

De modo geral, a equagao do tipo ax’* +¢c=0 possui duas raizes reais
C C

simétricas se — — for um numero positivo, ndo tendo raiz real caso —— seja
a a

um numero negativo.

Observagao:

Podemos também usar a formula de Bhaskara para resolver as equagoes
incompletas.

1) Usando a férmula resolutiva ( formula Bhaskara ), calcule as raizes das
equacoes:

(Sugestao: Achar primeiro o valor de A.CasoA <0, S= )
a)x?-6x+8=0

Lembrando como se resolve:



A=(-6)%-4.138

A=36-32 => A=4

_ —b+vVA

T 2a
—(—6) +V/4

D

2.1

642

r=3
_6+2_8_,
A
_6-2_4_,
X =TT 7

Portantox=4 ex=2

Agora resolva as proximas equacgoes:

b)x?2+3x-4=0 c)bx?2+x-1=0
d)x2-10x+25=0 e)x2-7x=0
fyx2-16=0 g)-9x2+6x-5=0

2) Calcule o conjunto-verdade das seguintes equagdes incompletas, sem usar
a férmula Baskara:

16
Lembrete: 4x%-16=0 = 4x%=16 = xZ:T =x2=4 >

x=i\/Z:> X=20uXx-=-2
a)x2-25=0 b)x2-9=0
c)3x2-12=0 d)-5x2+80=0

e)x2+7=0 f)2x2-10=0



g)-6x2+9=0 hy—-1=0

3) Calcule o conjunto-solugdo das seguintes equagdes incompletas, sem usar a
férmula Baskara: ( Lembrete: colocar x em evidéncia ).

a)x?-8x=0 b)x2+3x=0

Cc)2x2-18x=0 d)3x2+7x=0

4) A soma de um numero com o seu quadrado € 90. Calcule esse numero.

5) Qual é o numero, cujo quadrado mais seu triplo € igual a 40 ?

6) O quadrado de um numero diminuido de 15 é igual ao seu dobro. Calcule
esse numero.

7) O produto de dois numeros inteiros e consecutivos € 240. Quais sao esses
numeros?

8) O retangulo abaixo possuir 180 cm 2 de area, entao calcule:

a + 3cm

a) Os seus lados.

b) O seu perimetro.




9) Eduardo construiu um campo de futebol com 224 m?, onde o comprimento
excede a largura de 2 m. A fim de evitar que a bola seja chutada para longe do
campo, ele comprara tela para colocar no seu contorno. Nessas condigoes,
determine:

a) As dimensdes do terreno.

b) O comprimento da tela que Eduardo devera comprar para cercar todo o
campo.

10) Vocé precisa criar uma embalagem de um vidro de remédio para uma
empresa. O formato escolhido foi um bloco retangular. A frente da embalagem
deve ter 40 cm? e as bases devem ser quadradas. A soma do comprimento da
aresta lateral com a aresta da base deve ser 14 cm. Ao resolver a equacao
relativa ao problema, vocé obtera duas embalagens que obedecem a essas
condigdes. Qual a embalagem que vocé acha mais adequada para o produto?

14 - x




FUNGAO DO 2° GRAU

Um fazendeiro quer construir um curral retangular. Para cerca-lo dispbe
de 100m de tela e de uma parede ja existente. Determine as dimensdes
desse curral para que a sua area seja a maior possivel.

Podemos ilustrar o problema do seguinte modo:

Vamos chamar de x a largura do curral, logo o comprimento sera 100 — 2x.
Veja na figura.

100 — 2x

Observe que a area do terreno sera dada em fungéo de x, ou seja:
A = f(x) = x (100 — 2x)

Lembrete: a area de um retangulo € igual o comprimento multiplicado pela
largura.

f(x) = 100x — 2x> ou  f(x) = -2x* + 100x
Funcao desse tipo € chamada de fungao do 2° grau.

Observe que numa fung&o do 2° grau, o maior expoente da variavel & 2.

Dizemos que uma fungéo € do 2° grau quando a mesma € escrita da seguinte
forma:

f(x) = ax? + bx + ¢, onde a, b,e ¢ sd0 nimeros reais e a # 0.

Exemplos:
a)f(x)=x*-3x+7

Note que a=1,b=-3,c=7;

b) f(x) = - 2x?, neste caso temos a=-2,b=0,c=0.



Propriedades do grafico da fungdo do 2° grauy = ax*+ bx + ¢ :
a) O grafico é sempre uma parabola de eixo vertical .
b) Se a > 0 a parabola tem concavidade para cima.

c) Se a < 0 a parabola tem concavidade para baixo.

a<0 a>0

d) A parabola intercepta o eixo dos x nos pontos de abscissas x4 € X2 , que
s30 as raizes da funcgdo f(x) = ax® + bx + ¢ . Para determinar as raizes da
funcao, basta fazer f(x) = 0.

e) Quando A>0, com A = b? - 4ac, a parabola intercepta o eixo x em dois
pontos diferentes(xy #Xx»).

[

sz Tx4 ;:

f) Quando A< 0, ndo existem raizes reais e a parabola nao intercepta o eixo
X.

A<




g) Quando A= 0, a parabola intercepta o eixo x em um anico ponto (x1 = Xx2).

_\"Jn

h) A parabola intercepta o eixo dos y no ponto (0, c).

i) O eixo de simetria da parabola € uma reta vertical de equagao x = - b )
a

j) O vértice da parabola é o ponto V(xy , yy) onde: xy = -

. ~ . A :
1) Quando a <0, o valor maximo da fungdo ey, = - v nesse caso, a imagem
a

dafuncdoeéeIm(f)={y e R/y<yj}.

m) Quando a > 0, o valor minimo da funcéo é y, = -

, N€sse Caso, a

imagemdafuncdo éIm(f)={yeR/y>y, }.

}f.lh.

|

eixo de simetria

/ a=0

x
<

:ht

ww

‘J \
valor minimo



Exercicios Resolvidos

1) Construa o grafico da fungdoy = x* - 4x - 5
Solugao:

a)y=x*-4x-5

a =1 >0 => concavidade para cima

Raizes da fung¢ao (y=0)

xX*-4x-5=0

a=1, b=-4; c=-5

A =b%-4ac

A =(-4)2-4+1+(-5)=16 +20 =36

A= 36
X = —bxJA _ —(-9)+36 _ 4+6
2a 2.1 2
X1—ﬂ=5
2
4-6
xp= 2 0= 4
T2

Entdo (-1, 0) e ( 5, 0) s&o os pontos de intersecgéo da parabola com o eixo x.

Coordenadas do vértice

XV='b _'_4 =>XV=2
2a 2.1
A 36
v = - =- """ => v='9
y 4a 4.1 y
V(2, -9)

Ponto de intersecg¢ao da parabola com o eixo y.

(0,c)=>c=-5 => (0,-5)



Representando esses pontos no plano cartesiano, podemos tragcar o
grafico:

AY eixo de simetria

Observagao:

Observando o grafico, verificamos que a funcéo é crescente para x > 2 e
decrescente para x<2.

O conjunto imagem da fungédo é im(f)={yeR/y>-9 ]}

Lembrete:

Uma funcao é crescente quando aumentando o valor de x, o valor de y
também aumenta.

Uma funcgao é decrescente quando aumentando o valor de x, o valor de y
diminui.

2) Construa o grafico da funcdo y = -x* + 6x — 9

Solugao:
a)y=-x>+6x-9

* a =-1<0=>concavidade para baixo



Raizes da fungao

X’ +6x-9=0

a=-1; b=6; c=-9

A =b?-4ac
A=62-4+(-1)+(-9)=36+36=0

A=0

_ —bxyA _ —6%40 _

Y 2.(~1)

__6=3
-2

Entdo, (3, 0) é o ponto unico de intersec¢édo da parabola com o eixo x.

Coordenadas do vértice

XV= - b == => XV = 3
20 2.(-1)
yv=.A =-L=> yv=0
4a  4(-1)

V(3,0) (como A=0,Xx1=X2=Xy)

Ponto de intersecgao da parabola com o eixo y.

(0,c)=>c=-9 => (0,-9)

Neste caso, como s6 temos dois pontos, podemos atribuir a x outro valor:
E conveniente atribuirmos um valor observando o eixo de simetria

X=6 =>y=-6°+6.6-9 =>y=-9

(6,-9)



Representando esses pontos no plano cartesiano, podemos tragcar o
grafico:

=
W
=
A 3

eixo de simetria

Observacgao:

Observando o grafico, verificamos que a funcédo é crescente para x < 3 e
decrescente para x>3.

O conjunto imagem da fungédo é im(f)={ye R/y <0}

3) Dada a fungdo y = -x* + 6x - 10, determine:
a) para que valores de x a fungéo é crescente;
b) a raizes da fungéo;

c) o valor maximo atingido pory;

d) o conjunto imagem da fungao.

Solugao:

Xy= = b = . 6 => X, = 3
2a 2.(-1)

A =b?-4ac

A=6%-4+(-1)+(-10)=36-40=0
A=-4

A —4

da A

yv=- >yV=-

V(3, -1)



a) Como a <0, afuncgéo é crescente parax < 3ou (-, 3]..
b) Como A< 0, ndo existem raizes reais e a parabola ndo intercepta o eixo x.
¢) O valor maximo atingido pory é — 1 (yy) .

d) O conjuntoimageméim={yeR/y<-1}ou y (-«, -1].

¥

A

i
i
3
1

4) Determinar o valor de k de modo que a fungao f (x) = -x* - 2x + k tenha 2

como valor maximo.

Resolucgao:

=2

Yv= - A

Y 4a

yv= - (b%-4ac
4a

2= - (2%-4(1) (K=
4.(-1)

2 = (4+4k) => 2= (4+4K)
4

4+4k=8  => 4k=8-4

Resposta: k=1



5) Considere todos os retangulos de perimetro 80 m. Determinar a area
maxima que pode ser associada a um desses retangulos.

Resolugao:

Seja o retangulo abaixo:

y

Perimetro (soma dos lados do retangulo) =>x+x+y+y=80 => 2x+2y=
80

x+y=40 => y=40-x
Area do retangulo
A=x.y
A =x (40 —x) = 40x — X
= - x? + 40x
O Valor da area maxima sera:

A
da

yV=-

yv = - (40%-4.(-1).0) = - 1600 =400
4(-1) -4

Resposta: A = 400m?

6) Um jogador de futebol langou uma bola obliquamente para cima, constatou-
se que a expressdo da trajetoria da bola era y = - 4t? + 24t, em que y, em
metros, € a altura atingida pela bola e t o tempo em segundos até a bola
atingir o solo.

Desprezando-se a resisténcia do ar, determine:
a) A altura maxima atingida pela bola.
b) O instante em que a bola atingiu a altura maxima.

c) O tempo gasto para a bola voltar ao solo, apés o langamento.



d) A altura em que a bola se encontra em relagao ao solo no instante t = 2s.

e) Os instantes em que a bola atingiu a altura de 20m.
Resolugao:
Vamos obter os pontos notaveis da parabola que contém a trajetéria da bola.
* Vértice
a) A altura maxima atingida pela bola.
A =b?%-4ac
A =242 -4+ (-4)+ (0)
A=576-0

A o Z5T6 =56 ag
4a 4(-4)  -16

yV=-

Portanto, a altura maxima atingida pela bola foi 36m.

b) O instante em que a bola atingiu a altura maxima.

Portanto, o instante em que a bola atingiu a altura maxima foi 3s.

c) O tempo gasto para a bola voltar ao solo, apds o langamento.

Como o tempo de subida é 3s, o tempo de descida também sera 3s, portanto
levara 6s apos o langamento para chegar ao solo.

d) A altura em que a bola se encontra em relagao ao solo no instante t = 2s.
= - 4t* + 24t

t=2
=-4.2%+24.2

y=-16 +48 = 32

Portanto, 32m



e) Os instantes em que a bola atingiu a altura de 20m.

y = - 4t% + 24t
y=20m
20 = - 4t% + 24t

4t°-24t+20=0:4 (simplificando a equagéo por 4)
t-6t+5=0
a=1, b=-6; c=5
A =b?-4ac
A=(-6)2-4+1+5
A =36-20

A=16

_ —bxJA _ —(-6)*+16 _ 614

2a 2.(1) 2
6+4 10
X=——=—" =5
2 2
6-4 _2_
x=—— = 2= 1
2 2

Portanto, os instantes em que a bola atingiu a altura de 20m foram 1s e 5 s.
Representando graficamente, temos::

y(m),

5, % e
32 |-

20

ol s = e s st
1

(=]
- |

[P g

ﬂ@}

At -==-—-———
=




Exercicios
1) Dada a funcao real f(x) = -x* + 2x + 3:

a) construa o grafico cartesiano;

b) localize no grafico as raizes da fungao, o vértice e o eixo de simetria.

2) Represente graficamente as seguintes fungoes:

a) f(x) = x*+5x + 4
b) y = -x* + 2x
c) y=-x*+3x-4

d) y=x2

3) Observe o grafico da fungao f(x) = ax? + bx + ¢ de iR em IR e determine:

AY

o

N

N

4
¥ x

a) as raizes da funcao;
b) as coordenadas do vértice da parabola;

c) as coordenadas do ponto de intersecgdo com o eixo das ordenadas.



4) Determine m na fungao f(x) = -x> + 8x + m cuja representacdo grafica é:

AY

9 _________
/’f\ \
/ \
/
7 .

/
/ \
_j

5) O vértice da pardbola y = x* - 4x + 1 esta no ponto (2, b). Calcule b.

6) Um corpo langado verticalmente para cima tem posicdo em fungao do tempo
dada pela fungado h(t) = 120t - 10t*, em que a altura é dada em metros e o
tempo t é dado em segundo. Desprezando-se a resisténcia do ar, determine:
a) a altura em que o corpo se encontra em relagao ao solo no instante t = 5s;
b) a altura maxima atingida pelo corpo;

c) o instante em que o corpo atingiu a altura maxima;

d) o tempo gasto para o corpo voltar ao solo, apds o langamento;

e) os instantes em que o corpo atingiu a altura de 200m;

f) a representagao grafica do movimento.

7) Um fazendeiro quer construir um curral retangular. Para cerca-lo dispde de
600m de arame e de uma parede ja existente (figura abaixo), Sabendo que a

cerca de arame tera 5 voltas, determine as dimensdes desse curral para que a
sua area seja a maior possivel.

Parede

//
//,
/
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