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GEOMETRIA ESPACIAL ]

Superficie Esférica ]

Chama-se superficie da esfera de centro O e raio R ao conjunto dos pontos P
do espaco, tais que a distancia OP seja igual a R. A superficie esférica é
gerada pela rotacao completa de uma semicircunferéncia de centro O e raio
R em torno de um eixo que contém o diametro.

Esfera

s

E o solido de centro O e raio R limitado por uma superficie esférica. E o
conjunto de pontos do espacgo cuja distancia ao ponto O sdo menores ao
iguais a R. A esfera é gerada pela rotacado completa de um semicirculo de
centro O e raio R em torno de um eixo que contem o diametro.

Centro da Esfera

Circunferéncia
Maximo

\ Eixo de giro

De uma forma bastante simples, podemos dizer que a superficie esférica é a
“casca”, enquanto a esfera é a reuniao da “casca” com o “miolo”.



Secao ]

Chama-se seccao de uma esfera a intersecdo da esfera com um plano
secante. A secc¢ao plana de uma esfera € um circulo.

R — raio da esfera
r — raio da secgao
d — distancia do centro a sec¢ao

Usando o Teorema de Pitdgoras, temos:

R? =d? +1?

Y

Quando d = 0, ou seja, se o0 plano passa pelo ponto O, a seccao é um circulo
de raio igual ao raio da esfera, chamado circulo maximo.

—_ -

—

Circulo maximo

N

Area da superficie esférica

A area de uma superficie esférica de raio R é calculada pela formula:

S = 4mR?




Volume da esfera

Para chegarmos a formula do calculo do volume da esfera, utilizaremos um
solido auxiliar chamado anticlepsidra e o Principio de Cavalieri.

Considere uma esfera de raio r e centro O apoiada sobre um plano a. Ainda
sobre esse plano, tomemos um cilindro equilatero de raio r e altura 2r.
Retirando desse cilindro dois cones retos de raio r, altura r e vértice V, obtemos
um sélido chamado anticlepsidra. Veja a figura.

Agora vamos provar pelo Principio de Cavalieri que o volume da esfera € igual
ao volume da anticlepsidra.

Consideramos a esfera e a anticlepsidra apoiadas no plano @ e seccionadas
por um plano B, paralelo a a, a um distancia h ( h> 0) do centro da

anticlepsidra ( ou do centro da esfera, que é o mesmo).

2r

/ o A;l—---—\" ey et

Observe que a area A; da seccdo determinada na esfera é dada por
Ay = mrr 2.

Pelo teorema de Pitagoras, temos:
r>’=h*+r? = r=1?>-h°

Assim, a area A pode ser expressa por:



A, = n(r? — h?

Observe também, que a area A, da seccdo obtida na anticlepsidra é dada pela
area da coroa circular definida pelos circulos de raio r e h. Note que o raio h
interno da coroa sera sempre igual a distancia entre o plano B e o centro da
anticlepsidra, pois o triangulo retangulo AA'VB' serd sempre iséscele para
qualquer plano B. Veja figura abaixo.

A r B
Assim, a area A, da coroa é:
A, =mr*! —mwh? = A, =n(r? - h?
Portanto, A1 = A,

A igualdade das areas das seccOes permite concluir, pelo Principio de
Cavalieri, que o volume da esfera é igual ao volume da anticlepsidra.

Agora vamos calcular o volume da anticlepsidra que igual o volume da esfera.

- —

—
a /
Como vimos, o volume da anticlepsidra V, é igual a diferenga entre o volume

do cilindro de raio r e altura 2r e o volume dos dois cones de raio r, altura r e
vértice V.

Va = Vcilindro - 2V(:one

2

1
Vy=mr%2r- 2.5.mrir

2
V,=2mr3- E.n'rg’



Exercicios resolvidos

1. Considerando uma esfera de raio 4 cm, determine:
a) a area da superficie esférica
b) o volume da esfera

Solucao

a) A=41-R* => A=4r-4> = A=64rcm’

256z

b)VZiﬂ'-I’SSV:iﬂ'-433V2 cm

2. Uma esfera de 5 cm de raio é seccionada 3 cm do centro. Determine a
area da seccéao obtida.

Solucao

R2=d*+r*=>52=32+r>=>r=4cm

_ 2
secgdo zT-r
_ 2
Asecgﬁo =r-4
A =16z cm’

sec¢ao




Exercicios

1. Uma esfera de raio 8 cm é seccionada por um plano distante 5 cm do
seu centro. Calcule o raio da secc¢ao.

2. Calcular a area de uma superficie esférica de raio 6 cm.

3. Calcule a area da seccao determinada por um plano que corta uma
esfera de raio 15 cm e que esta distante 9 cm do seu centro.

4. Determinar o volume de uma esfera de raio 18 cm.

5. Determine o raio de uma esfera sabendo que seu volume mede
V =904,32cm’. (usar m = 3,14)

6. O volume de uma esfera é 36mdm3. Quanto mede a area da sua
superficie esférica?

7. A seccdo de um plano a com uma esfera € um circulo de area igual a
12mem?. Achar o volume da esfera, sabendo que a distancia do centro dela até
a é 2 cm. Achar também a area da superficie esférica.



8. Considere uma esfera inscrita num cubo de &rea total 96dm?.
Determine:

a) a medida do seu raio
b) a area de sua superficie
c) o seu volume

9. Um reservatério de forma esférica (figura abaixo) tem 9 m de raio. Para
encher totalmente esse reservatorio sdo necessarias 20 horas. Nessas
condicoes, o reservatério recebe agua na razao de quantos metros cubicos por
hora?

10. Sabemos que uma bdia (figura ao lado) serve para orientar os navios na
entrada de um porto. Essa bédia é formada por um hemisfério de 2 m de
didmetro e por um cone que tem 80 m de altura. Qual é o volume da béia?

Ra

v



Fuso esférico

fuso esférico

O fuso esférico é uma parte da superficie esférica que se obtém ao girar a
graus (0 <a < 360°) uma semicircunferéncia em torno de seu eixo.

Area do fuso esférico

A area do fuso esférico pode ser obtida por uma regra de trés simples.

Considere que o0 angulo de giro seja a, a area do fuso seja Ar € que a area

total da esfera é dada por A, _ 47Tr? que é resultado de uma volta completa de
360°, podemos escrever:

360° - 4 7rr?

a - Ap
Multiplicando cruzado, teremos:
3604; = 4 irla

B 4 ria
F™ 360




Cunha esférica

«

A cunha esférica é uma parte da esfera que se obtém ao girar a graus (0 < a
< 3609) um semicirculo em torno de seu eixo.

O volume da cunha esférica também pode ser obtido por uma regra de trés
simples.

Considere que o angulo de giro seja a, a volume da cunha sejaV; e que o
4mrs

volume total da esfera é dado por VT = que é resultado de uma volta

completa de 360°, Entdo podemos escrever:

4 mrr3
360° —

a - Ve

Multiplicando cruzado, teremos:

4 mrr3
360V, = @
3
V.- 4 ria
€7 360.3
ria
VC ==

270



Area total da cunha esférica

Observando a cunha esférica, verificamos que a area total sera a soma das
areas de dois semicirculos com a area do fuso esférico, ou seja, a soma da
area de um circulo de mesmo raio da cunha e a area do fuso esférico.

A = mr* + Ag

Podemos comparar o fuso esférico como uma parte da casca e a cunha
esférica como um pedaco de uma melancia cortada a partir do seu eixo

https://saborizatti.com.br

Exercicio resolvido

Um feirante vende melancias perfeitamente esféricas e divide-as em 8 partes
iguais a partir de seu eixo.. Suponha que suas melancias tém 30 cm de
didmetro. Nessas condicoes determine:

a) O angulo de cada pedaco.
b) A area do fuso esférico obtido.
c¢) O volume da cunha esférica obtida.

d) Area total da cunha esférica.

Considere T = 3,14.



Resolucao

a) O angulo de cada pedaco.

Como uma volta completa o angulo é 360° e a melancia foi divida por 8
pedacos iguais, cada pedaco ter4 um angulo de 45° ( 360: 8 = 45).

Portanto, a = 45°

b) A area do fuso esférico obtido.

2

A _T[T‘ a
F™ 90

_ m30%.45
F= 90
4 _ m.900.45
F= 90
Ap =450 T

Considerando 1t = 3,14.
Ar =450.3,14 = 1413 cm?2.

Portanto, a area do fuso esférico é 1413 cm?.

¢) O volume da cunha esférica obtida.

3

V _ nr-a
€™ 270
V- 7303.45
¢~ 270
_ m.27000.45
¢~ 270
V. = 4500 1t

Considerando 1 = 3,14.



Ve =450.3,14 = 141300 cm3.

Portanto, o volume da cunha esférica é 141300 cm®.

d) Area total da cunha esférica.

A = Tl + Ag

Ay = 3,14.30% + 1413

=
|

= 2826 + 1413

A¢c = 4239 cm?

Portanto, a area total da cunha esférica é 4239 cm?.
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