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GEOMETRIA ESPACIAL

COORDENAGAO

SERGIO LOPES RODRIGUES



GEOMETRIA ESPACIAL

Cone

Consideremos um circulo C de centro O e raio R, contido em um plano «, e um
ponto V, fora de a, chama-se cone a reunido de todos os segmentos que tém
um extremo em V e o outro nos pontos do circulo.

e Areta VO é chamada de EIxo do cone.

e O circulo C e o ponto V sdo chamados, respectivamente, de BASE e VERTICE
do cone.

e O raio do circulo C é chamado de RAIO DA BASE do cone.

e A distancia do vértice ao plano da base é chamada de ALTURA do cone.



e Todo segmento de reta, cujos extremos sdo o ponto V e um ponto da
circunferéncia da base, € chamado de GERATRIZ do cone.

Classificagao dos cones

E classificado de acordo com a inclinagéo do eixo em relacdo a base.

e Cone obliquo — quando o eixo é obliquo a base.

e Cone reto ou cone de revolugao — quando o eixo € perpendicular a

v

Conhe Reto Cone Obliguo

OBSERVACAO: O cone reto também é chamado de cone de revolugao é o
sélido obtido pela rotagdo completa de um triangulo retadngulo em torno de
um eixo que contém um dos catetos. As geratrizes sdo todas congruentes
entre si.

Num cone reto temos:




Seccao de um cone reto

e Secc¢ao meridiana — é a intersecgao do cone com um plano que contém
o eixo. A seccao meridiana de um cone reto € um tridngulo isésceles.

v

e Seccao transversal — € a intersec¢cao do cone com um plano paralelo a
sua base, ndo passando pelo vértice. A seccao transversal de um cone
reto € um circulo.

Seccéo Transversa

Sendo a base e a secc¢ao paralelas, temos as relagoes:

o Area da secgdo (mr?) _ r? _ h?
Area da base (tR?) = R?  H?

o=
T =

Cone equilatero

E aquele cuja seccdo meridiana de um cone reto, é um triangulo
equilatero, nesse caso, a geratriz € igual ao diametro da base.

2r



Areas de um cone circular reto

Planificando o cone temos:

anr

e Area dabase (Sz) — é a area de um circulo de raio r.

AB = 71'1‘2

o Area lateral (S;) — é a area de um setor circular de raio g cujo arco tem
comprimento 2mr.

geratnz-.

suparficia
2nr

P
| * H -
lateral
base

Note que o comprimento do arco do setor € o comprimento da circunferéncia

da base do cone.
A area do setor equivale a superficie lateral do cone € a area lateral A_ do

cone, ou seja:

Comprimento do arco Area do setor
2ng _ 7592
2mr AL
g’ 2mr

2ng- A, =g’ 2m = A, =2 """



A, =nrg
o Area total (Sy) — é a soma da area da base com a area lateral.
AT:AB +AL = AT=T[T2+T[T‘g

Ar =nr(r+ g)

Volume do cone

O célculo do volume do cone é semelhante ao do volume da piramide, ou seja:

Vcilindro
Veone = —————
3
- ir?. h
3

Vale lembrar que se quiséssemos encher de agua um vasilhame em forma de
um cilindro, com um vasilhame em forma de um cone de mesma base e
altura do cilindro, precisariamos enché-lo totalmente trés vezes. .

Exercicios Resolvidos

1. Sabendo que a area da base de um cone equilatero é S; = 972,
determine:

a) a medida do seu raio

b) a medida da geratriz desse cone
c) a medida da sua altura

d) a sua area lateral

e) a sua area total



Solugao:

a)Ag =nr? o 9 = mr?
r2=9 = r =3cm

byg=2r = g = 6cm

c)g?=h?+r? = 62 =h>+3?
36=h2+9 > h*=27

h =427 =  h=3V3cm
d) A, =nrg = A, =m.3.6

A; = 18mcm
e)AT=AL+AB = AT=18T[+9T[
Ap = 27mcm?

2. Para a produgdo de embalagens para presentes, um artesao utiliza
diversos materiais. A tampa de uma dessas embalagens tem a forma de um
cone reto sem a base, com raio 2 cm e geratriz medindo 9 cm. Sabendo que
esse artesao pretende cobrir com tecido a superficie externa dessa tampa,
calcule a quantidade minima a ser utilizada.

(Considere = 3,14)

Solugao:
A, =mrg A =m-2-9 = A, = 18mcm?
3. Calcule o volume de um cone cuja geratriz mede 2v29cm e cuja altura é
10 cm.
Solugao:
g*> =h?+1r? = (2v29)? = 10% +r?
116 = 100 + r? = r2 =16
r =4cm

Calculo do volume

2 2
mr<.h m.4“.10
V = E> =
3 3
16 .10 16071
= = = —cm?3



3. Qual o volume do cone obtido pela rotacdo completa, em relagédo ao
menor lado, de um triangulo retangulo com catetos medindo 6 cm e 8 cm?

Solugao
Raio =8 cm
Altura =6 cm

Calculo do volume
mrs. h

4

Exercicios

1. Um cone reto de geratriz igual a 10 cm forma um angulo de 30° com o
eixo desse cone. Calcule:
a) O raio
b) A altura
c) A area da base
d) A area lateral
e) A area total
f) O volume

=

2. Considerando o solido gerado pela rotagdo completa do triangulo
retangulo de catetos 5 cm e 12 cm (em torno de seu maior lado),determine:

a) Area da base

b) Area lateral

c) Area total

d) Volume




3. O raio da base de um cone equilatero mede 5 cm. Calcular a medida da
geratriz e a medida da altura desse cone.

2r

4. Um cone circular reto de 10 cm de altura tem raio 4 cm. Calcular a area

da seccéo transversal feita por um plano a 2 cm do vértice.

5. A geratriz de um cone reto tem 5 dm e o raio mede 3 dm. Achar a area
da seccéo transversal feita a 1 dm do vértice.

6. A area da seccdo meridiana de um cone equilatero é 25v/3cm?. Calcular
0 raio, a altura e a geratriz desse cone.

2r

7. Calcular o volume de um cone reto cuja area lateral é 24v11mm? e o raio
da base é 2v11m.

‘. superficie lateral




8. A geratriz de um cone reto mede 10 cm e sua area total &€ 96mcm?.
Calcule:

a) O raio da base
b) A altura
c) A area lateral
d) O volume
SRR
9. Calcule a area total e o volume do sodlido obtido pela rotacdo da

superficie sombreada em torno do eixo e.

>

4dcm

4cm

10. Um bar da cidade, em seu reveillon, ofereceu a seus fregueses um barril
de chope que foi servido em tulipas:

- 0 barril tinha formato de um cilindro circular reto com 20cm de raio (R)
e 30cm de altura (H);

- a tulipa tinha formato de um cone reto com 3cm de raio (r) e 10cm de
altura (h).

Quantas tulipas foram servidas desse barril, admitindo-se que nao houve
perda?

RN
N

H1




11.Uma pessoa deseja fazer enfeites para festa de seu filho de acordo com a
figura:

A

O cubo tem aresta 10 cm e o cone reto tem didmetro 10 cm e altura 12 cm.

Como usara folha de cartolina de 1m?, quantas folhas no minimo devera
comprar para fazer 50 enfeites de cada? ( considere n=3)

12. indice pluviométrico é uma medida em milimetros, resultado do somatério
da quantidade de precipitacdo de agua de chuva em um determinado local
durante um dado periodo de tempo. Um indice pluviométrico de 250 mm indica
que, se uma caixa vazia, com 1 metro quadrado de base, fosse deixada aberta
durante um certo periodo de chuva, a altura de agua na caixa atingiria 250mm.
O aparelho que mede o indice pluviométrico € chamado pluvibmetro. Um
pluvidbmetro de uma determinada regiao é formado por um cilindro conectado a
um cone, conforme mostra a figura.

S

Dado: Folume,;jipgro =T R? 1,
onde R é o raio da base do
cilindro e h a altura do cilindro
i
5]
-
—

Sabendo-se que o raio da base do cone € 30 cm, o raio da base do cilindro é
10 cm e que o medidor marcou 9 cm em um determinado dia de chuva, conclui-
se que o indice pluviométrico na regido, nesse dia, foi de



Tronco do cone

Quando seccionamos um cone reto por um plano paralelo a base, obtemos um
novo cone reto e um sélido denominado tronco de cone reto.

tronco de cone

novo cone

cone ongnal

Em um tronco de cone, podemos destacar:

e Base maior (B) € a base do cone original.

e Base menor (b) é a segdo determinada pelo plano.

e Geratriz (g) cuja medida é a diferencga entre a geratriz do cone original e
a geratriz novo cone.

H R G

Observeque; — = — = —
au d r G—g

Areas de um tronco de cone reto

e Areas das bases

Base maior

AB = Tl'RZ



Base menor

A, = mr?

e Area lateral

A area lateral do tronco de cone é igual a area lateral do cone original menos a
area lateral do novo cone:

A, =nRG —nr(G — g)
A, =nmRG — nrG + nrg)

A, =nG(R—r)+mnrg (l)

2R

R G
Como: — = —

T G—g
RG — Rg = G )
RG —1rG =Rg
G(R—7) =Ry => G=%
Substituindo G em (l), temos:

Rg
A= n.R_r.(R—r)+ nrg

A, = mRg +nrg)
A, =ng(R+71)

Portanto, a férmula para calcular a area lateral do tronco é:

A =mg(R+1)




e Area total

2nr

suparficle latersl
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E a soma das areas das bases com a area lateral.

A=A, +Ap + 4,

A, =nr?> +tR? +ng(R + 1)

A =nr? + tR* + nRg + irg

A, =mw[R(R+g)+r(r+9)]

Volume do tronco de cone

tronco de cone

novo cone

cone original

O volume do tronco de um cone é a diferenga entre o volume do cone original e
o volume do novo cone.

v, =§'TL'R2.H — %.m‘z-d



Podemos chegar a férmula do volume do tronco de cone partindo da férmula
do volume tronco de piramide. veja:

h
V, = é (Ap + [Ag. 4y + 4p)

Como no tronco de cone as areas das bases sdo Az = nR? e 4, = ©r?,

podemos substitui-las na férmula acima:

1
V. = §h(7rR2 + ,/nRZ -Tr2 + 1r?)
1 2 2p2,2 2
Vt=§h(nR + \(T*R°r% + nr)

1
V. = §h(7TR2 + TRr + mr?)

1
V, = §nh(R2 +Rr+71?)

Portanto, a férmula para calculo do volume do tronco de cone é:

. h 5 5
Vt:T(R +R.T'+T)



Exercicios Resolvidos

1. Considere um cone circular reto com raio da base medindo 10 cm e
altura 20 cm seccionado por um plano paralelo a sua base a 12 cm de altura.
Calcule o volume do tronco de cone determinado por esse plano.

Solugao
H=20cm
R=10cm

h;=12 cm, logod =8 cm

Usando a razado de semelhanga temos:
H R 20 10

—=—-—= —=—= 20r=80 = r=4cm
a r 8 r

Calculo do volume

3 mR2.H m1rd.h
-3 3
_ m10%.20 m4%8
N 3 3
_2000m 128w
3 3

v 18721
3

V = 6241wtcm?3

Poderiamos usar a formula e resolver direto, veja:

m.h
3 Y(RZ+R.r +1?)

Vt S

.12 ) )
Vi =T(10 +10.4 + 4°)

V = 624mcm?

Em geral, € mais adequado obter o volume do tronco pela subtragdo dos
volumes dos cones em vez de decorar a féormula, mas fica ao seu critério.




2. Sabendo que um tronco de cone reto possui bases de raios 4 cm e 6¢m
e a geratriz desse tronco de cone mede 5 cm, determine a medida da sua:

area da base menor
area da base maior
area lateral

area total

a
b
c
d

S— N N N

Solugao:

)

A =71’ =>4, =14 = 4, =16mcm’
b) 4, =7-R* = A, =n-6" = A, =36xcm’
A, =7-g(R+r)=> 4, =7-5(6+4)= 4, =50z cm’

d) 4, =4, + A, + A, = A, =507 +367x +167 = A, =92z cm’

O

)
)
)
)

Aproveitando, vamos também demonstrar por semelhanga de tridngulos a
Férmula do Volume de Tronco de Cone.

Dado o cone abaixo, seccionado paralelamente a uma altura h de sua base.

Destacamos desse cone o triangulo retangulo, conforme figura abaixo:



R

Por semelhancga de triangulos, temos:

h+d R

d r
(h+d)r=dR = dR=hr+dr => dR-dr=hr => dR-—71)=hr

. hr
~(R-T)

d

O volume do tronco de cone é dado por:

Vi=2-mR2.(h+d) — z.mr?-d

V. = (nR?h +nR?*d) — S.mr?-d
V= zm(R*h+ R*d — r?-d)

V. = m(R?h + d(R? — r2)

hr

Substituido d = =

na expressao, temos:

_1 2 hr 2 _ .2
V. = 3n(R h +—(R_r) (R )
hr
(R-1)

V. = m(R?h + (R—7).(R+ 1)

1
V, = §7T(R2h +hr.(R+ 1)
Assim, chegamos a formula do calculo do volume do tronco de cone:

1
Ve = §nh(R2 + Rr +71?%)



Exercicios

1. Um tronco de cone tem bases de raios 6 cm e 4 cm. Sabendo-se que a
geratriz do tronco mede 5 cm, calcular a area lateral e a area total do tronco de
cone.

2. Um cone circular reto tem raio 4 m e altura 8 m. Qual é a area da secgao
transversal feita por um plano distante 2 m do seu vértice?

3. Um cone circular reto tem altura 10 cm. A que distancia do vértice se
deve tracar um plano paralelo a base, de modo que o volume do tronco seja
igual @ metade do volume do cone dado?

4. Os raios das bases de um tronco circular reto sdo 9 m e 6 m. Sabendo-
se que a altura do tronco é 4 m, calcular o volume do tronco.



5. Um tronco de cone reto de bases paralelas possui os raios das bases 2
cm e 8 cm e a altura, 8 cm. Calcular a area lateral e a area total desse tronco.

0. Um copo de refrigerante, com formato cénico e capacidade total de
400ml, encontra-se com liquido até a metade da sua altura. Considerando que
o copo foi servido cheio até a boca, pergunta-se: quantos mililitros do liquido ja
foi bebido?




7. Um cone reto de altura 6 em e volume 135 cm® é seccionado por um
plano paralelo a sua base e distante 4 em da mesma. Determine o volume do
cone menor estabelecido por essa secc¢ao.

8. A cupula de um abajur tem a forma de um tronco de cone circular reto.
As bases tém 2cm e 5cm de raio, e a altura mede 9 cm. Calcule:
Quantos centimetros quadrados de tecido, no minimo, sdo utilizados

para revesti-lo? (Considere: = =3,14 e 10 =3,16)
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