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GEOMETRIA ESPACIAL

Piramide

Considerando um poligono convexo contido em um plano a e um ponto V
externo ao plano a.

/

Chamamos de piramide a regido do espaco limitada pelos segmentos
com extremidade em V (V ¢x) e outra nos pontos do poligono dado.

Elementos de uma piramide

T GREEEEEEEEE <«—— \/értice

<«—— Aresta Lateral
Altura

Face Lateral

e Base — é o poligono contido no plano .
e Altura— é a distancia entre o ponto V e o plano



e Arestas da base — sdo os lados do poligono contido no plano .

e Arestas laterais — sdo os segmentos: VA, VB, ...
e Faces laterais — sao os triangulos VAB,VBC, ...

Classificacao de uma piramide

Uma piramide é classificada de acordo com o poligono da base.

e Piramide triangular ou tetraedro — quando a base é um triangulo

e Piramide quadrangular — quando a base é um quadrilatero

e Piramide pentagonal — quando a base € um pentagono e assim por
diante

Piramide regular

E uma pirAmide que tem como base um poligono regular e cuja projecao
ortogonal do vértice sobre o plano da base coincide com o centro da base.

Em uma piramide regular destacamos

I. As arestas laterais sdo congruentes
II.  As faces laterais sdo triangulos isdsceles congruentes
e a-—aresta da base
e h —altura
e [ —aresta lateral
e r —raio do circulo que circunscreve a base



e m — apbétema da base (segmento com extremidades no centro do
poligono e no ponto médio da aresta da base)
e (g — apo6tema da piramide (€ a altura de uma face lateral relativa a aresta

da base).

Usando o Teorema de Pitagoras, encontramos as relagdes:

a- 2
g° = h* + m? I? = h® +1? lz=gz+(—)

Areas

Assim como no prisma, definimos para a piramide:

e Area lateral (4;) — é a soma das areas das faces laterais
e Areadabase (4p) — € a area do poligono da base
e Areatotal (4,) — é a soma da area lateral com a area da base

A=A+ Ap



Volume de uma piramide

Podemos obter o volume da pirdmide relacionando-a com o prisma.

Consideremos um prisma ABCFED de base triangular. Decompomos o prisma
em trés piramides triangulares .

Podemos observar que as piramides | e Il tém bases congruentes (AABC =
AEDF) e alturas iguais (AD = CF). Portanto, as piramides | e Il ttm mesmo
volume.

Note também que as pirAmides Il e Il tém bases congruentes (ABCE =
ACEF), pois cada uma delas é a metade do paralelogramo BCFE, e alturas
iguais, correspondente a distancia do vértice D ao plano BCFE . Logo, as
piramides Il e 1ll ttm mesmo volume. Se Vi = Vi e Vi = Vi, entéo, Vi = Vi = Vy
e, portanto, as trés piramides tém volumes iguais.

Com isso, concluimos que o prisma triangular ABEFC é composto de trés
piramides de mesmo volume, ou seja Vprisma =  3.Vpiramide

Se, Vprisma = 3.Vpirémide.,

_ Vprisma

entdo, Vpiramide 3

Como ja vimos anteriormente que Vpisma = area da base x altura,



area da base x altura
3

entdo, Vpiramide =

Concluindo,

O volume de uma piramide qualquer € igual a um terco do produto da area da
base pela medida da altura.

E importante observar que se quiséssemos encher de dgua um vasilhame
em forma de um prisma, com um vasilhame em forma de uma piramide de
mesma base e altura do prisma, precisariamos enché-lo totalmente trés
vezes. .

Apotemas dos principais poligonos

Triangulo Equiléatero:

Considere um triangulo equilatero ABC de lado ! o ponto O € o centro do
triangulo equilatero, que € o baricentro (encontro das trés medianas).

O apo6tema da base é igual a terca parte da altura do triangulo equilatero.

m3=1,£\/§ l\/§
3 2 =



Quadrado:

Considere um quadrado ABCD de lado l. o ponto O € o centro do quadrado,
portanto a distancia do ponto O ao lado CD, por exemplo, é igual a metade da
medida do lado do quadrado.

A 4 B
¢ 0 _!
my 2
Mg
c D

Hexagono Regular:

Considere um hexagono regular de lado ! o ponto O é o centro do hexagono.
A distancia do ponto O a qualquer um dos lados, é igual a altura de um
triangulo equiléatero de lado igual ao do hexagono.



Tetraedro

Tetraedro é toda piramide de base triangular.

Tetraedro regular — € a piramide triangular em que todas as arestas séo
congruentes, nesse caso cada face é um tridangulo equilatero.

Elementos do tetraedro regular

a '
e ApoOtema da piramide (g) — é a altura do triangulo equilatero

_av3

9=

e ApoOtema da base (m) — o ponto O é o centro do triangulo equilatero,
gue € o baricentro (encontro das trés medianas). O apotema da base é

1
igual a 3 da altura do triangulo equilatero (g).

_ 1
m= 3 g
_ 1 aV3
m = 3. )
av3
m=——
6
e Altura(h)
Usando o Teorema de Pitdgoras temos:
gz = h2 + m?

h?2 = g2 — m?



2 -
h 4 36
24q2
2=
h 36
- 24a?
.| 36
2a\6
p = 2076
6
" aVve6
3

Areas

e Areadabase (Sp)
E igual a area de um triangulo equilatero

e Areatotal (S,)
A area total do tetraedro regular € igual a quatro vezes a area de uma
face (triangulo equilatero)
a3

A, = 4.
t 4

At = az.ﬁ



Volume do tetraedro regular

Dado um tetraedro regular de aresta a, temos:

_ 121803 a6
Vi=734p h = 3 4 3
__a®V18
V= 36
_3a3\2
V= 36
S a3\2
- 12
Exercicios resolvidos
1. Em uma pirdmide quadrangular regular a aresta da base mede 10cm e

a altura, 12 cm. Determine a medida:
a) do apo6tema da base (m)

b) do apdtema da piramide (g)

c) da aresta lateral (¢)

d) da area da base (A;)

e) da area lateral (A, )

f) da area total (A, )



g) do volume (V)

Resolucéao:

10
>m=—=m=5cm

a) m=£
) 2

by g’=m"+h*>=g°=5"+12>=25+144=169
g=\/@:>g=13cm

c) (*=g*°+5°=169+25=194
¢ =+194cm

d) A =(*= A, =10? = A, =100cm’

e) A =4~(¥3J:> A, =4-%)=4~65:> A, =260cm?

f) A =A +A, = A =260+100= A, =360cm’

2. Sabendo que a soma de todas das medidas de todas as arestas de um
tetraedro regular mede 12 cm, determine a medida:

a) de sua aresta

b) do apétema da base

c) do apdtema do tetraedro

d) da area da base

e) da area total

f) do volume



Resolucao

a) QZ?
a=2cm
av3
b) m ===
m="g
3
m—?cm
V3
©) 9=
243
9=
g =V3cm
2
d) Ap =28
2243
AB= 4
AB:\/§Cm
e) At=a2\/§
A, =2%/3
At=4\/§C7’n2
3
f V=202
12
232

12




82

V= - = Simplificou-se por 4
2V2
V=—-om?
3
Exercicios

01. Uma piramide quadrangular regular tem 4m de altura e a aresta da base
mede 6m, calcular a medida do seu volume.

02. O apdétema de uma pirdmide triangular regular mede 5 cm e a éarea
lateral dessa piramide ¢ igual a 15 cm?. Determine:

a) A medida da aresta da base
b) A medida da aresta lateral
c) A érea total

d) A altura dessa piramide

03. A altura de uma piramide quadrangular regular € 16 m e sua aresta
lateral mede 20 m. Calcule a medida da aresta da base e o seu volume.



04. Calcular o volume de uma piramide regular hexagonal cuja aresta da
base mede 8 cm e a aresta lateral, 4v/5cm.

05. A aresta de um tetraedro regular mede 6 cm. Calcular a medida h da
altura e a area total desse tetraedro.

06. A altura de um tetraedro regular mede 6v6 cm. Calcular o apétema
desse tetraedro e sua area total.

07. A base de um tetraedro regular tem uma area de 3+/3cm?. Calcule o
volume do tetraedro.

08. Um professor foi ao mercado comprar suco para seu filho levar em sua
merendeira. Chegando la avistou o seguinte cartaz:



ofertado diy,

Suco de laranja em duas embalagens:

12cm 12cm

Uma das embalagens tem o formato de uma piramide quadrangular regular e
custa R$1,28 a unidade. A outra tem o formato de um paralelepipedo retangulo
e custa R$1,20 a unidade.

Analisando o cartaz e levando em consideracéo as medidas indicadas e o
preco cobrado por cada embalagem, podemos afirmar:

a) E mais vantajoso comprar a embalagem piramidal.
b) E mais vantajoso compara a embalagem em forma de paralelepipedo.
c) E indiferente optar por qualquer embalagem.

d) Se a altura da piramide fosse igual a 11cm as duas embalagens teriam a
mesma capacidade.

e) A capacidade da embalagem em forma paralelepipedo € maior do que a em
forma de piramide.



Seccéo transversal e Tronco de piramide

A seccdo determinada numa piramide por um plano paralelo a base a uma
distancia d do vértice é chamada secdao transversal.

Uma seccgdo transversal divide a piramide em duas partes: uma piramide
semelhante a original e um poliedro chamado tronco de piramide de bases
paralelas.

piramide semelhante

/ a original

secdo transversal

tronco de piramide

Tronco de piramide regular

E o tronco obtido de uma piramide regular

e As bases sédo poligonos regulares semelhantes.

e A base maior (B) é a base da piramide e a base menor (b) é a sec¢éo
transversal.

e Alturado tronco (h) é a distancia entre os planos das bases.

e As faces laterais sdo trapézios isdsceles equivalentes.

e A altura de um desses trapézios chama-se ap6tema do tronco.



piramide determinada pela secdo
transversal (V2).
A

) ) A\ - X
r B D tronco
d N \
' 57 /" |74 M A base menor (b)
H f & Y / / 1 ya. y "“.\ N 3
\Gameasd e \ <> — apdtema
1 ' \"\
> / =
/ / </ base maior (B)
» / /
piramide original (V1) V=V -¥5

e Arealateral do tronco (4;)

E a soma das areas dos trapézios

e Areatotal do tronco (4,)

E a soma da area lateral com a area das duas bases

A=A, +Ap + 4,

Razao de semelhanca

Com a seccao, a nova piramide e a piramide primitiva (original) ttm a mesma
natureza, os angulos ordenadamente congruentes e os elementos lineares
(arestas das bases, arestas laterais, alturas, etc) sdo proporcionais. Dizemos
entdo que eles sdo semelhantes.




Razao de semelhanca entre os elementos lineares

Raz&o de semelhanca entre as areas
e Arazao entre as areas é igual ao quadrado da razdo de semelhanca

Area da base

2 2

e - =
Area lateral
2 2
Lol - () -

Razao de semelhanca entre os volumes

e Arazao entre os volumes é igual ao cubo da razdo de semelhanca:

o) =) -

Volume do tronco de piramide (V;)

O volume do tronco de piramide de bases paralelas € dado pela diferenca
entre o volume da piramide original (Vi) e o volume da piramide
determinada pela secao transversal (V2).

Vi =V1 - V2



Exercicios Resolvidos

1. Uma piramide quadrangular regular de altura 12cm e aresta da base
9cm, foi seccionada por um plano paralelo a base e distante do vértice 4 cm.
Determine o volume do tronco de piramide obtido por essa seccéo.

Resolucéao:

12cm

9cm

Sabendo que H = 12 cm, L = 9 cm, e d = 4 devemos fazer a razdo de

semelhanca para descobrir o valor da aresta da base menor.

B L 2220 121=36 = (=3cm
d l 4 l

O volume do tronco de piramide (V,) € igual ao volume da piramide original (V1)
menos o volume da pirdmide obtida pela secgéo (V2).

__Ap.H _ Sp-d
= 3 Va = 3
L2.H 12.d

Vl - _3 V2 - _3

9212 324

Vv, = Vv, =22
1 3 2 3

V, = 324cm? V, = 12cm®

Logo o volume do tronco é:

V,=Vi-V, = V,=324—-12 = V, = 312cm?

Também podemos calcular o volume do tronco usando a férmula:
hy
Ve== (4s + JAg. Ay + Ap)

onde h; é a altura do tronco.



Essa formula demonstraremos no final da apostila para maior ilustracao.
SeH=12cmed =4 cm, entdo:

h=H—-d = h; =8cm

Ag =1 => Ag=9%2 => Az=81

Ay =12 => A, =3 =>A4,=9

Usando a férmula do volume do tronco, temos:

Ve =2.(81+V81.9+9) = V, =2.(81+9.3+9)

Vv, =2.117 = v, = 312cm3
3

Em geral, € mais adequado obter o volume do tronco pela subtracdo dos
volumes das piramides em vez de decorar a formula, mas fica ao seu

critério.

2. Calcule a éarea lateral e a area total de um tronco de piramide quadrangular
regular de bases paralelas em que a aresta da base maior mede 7cm, aresta

da base menor 3cm e a altura de um dos trapézios laterais € 4cm.

Resolucéao:

7cm

Sabendo que L = 7cm, [ =3 cm e g = 4cm, onde g é a altura de uma das faces

laterais, ou seja, o ap6tema do tronco.

Area da base menor:
Ab = lZ = Ab = 9cm2

\
Area da base maior:
Ag = L? = Ap = 49cm?

\

Area lateral:

(7+3).4
2

L+1).
Wthg _, 4, = 4. ~ A, = 80cm?

Al=4' >



Area total:
A=A, +Ap+4, > A, =9+49+80 = A, = 138cm?

Exercicios

1. Uma piramide que tem por base um quadrado de lado 4 cm, tem 10 cm
de altura. A que distancia do vértice deve passar um plano paralelo as bases,
de modo que a secgéo transversal tenha uma area de 4 cm?.

2. As bases de um tronco de piramide regular sdo quadradas de lados 2
cm e 8 cm, respectivamente. A aresta lateral do tronco mede 5 cm. Calcule a
altura, a area lateral e a area total do tronco.

3. A figura mostra uma piramide que, seccionada por um plano paralelo a base,
fica decomposta em duas partes: uma piramide menor e um solido chamado
tronco de piramide. Se a area da base da piramide primitiva é igual a 54cm?,
calcule:

a) a area da seccao;

b) o volume do tronco.

tronco de
piramide



5. A figura abaixo mostra uma piramide que, seccionada por um plano paralelo
a base, fica decomposta em duas partes: uma piramide menor e um sélido
denominado tronco de piramide.

A gque distancia do vértice deve ser seccionada essa piramide para que o
volume do tronco seja o dobro do volume da piramide menor?

a) 1m
b) 36 m
c) Jom
d) 2m

6. A figura abaixo representa uma piramide quadrangular regular, cuja
aresta da base mede 9cm e a altura 15cm. Calcule a area da seccao
transversal feita a 5cm do vertice;




7

e

Uma piramide quadrangular de altura 6cm e volume 108cm?3
seccionada por um plano paralelo a sua base que dista 4cm da mesma.

7.
Calcule o volume da piramide menor obtida por este "corte”.

Na piramide da figura abaixo, as areas da base e da secc¢éo transversal

8.
(paralela a base) séo respectivamente iguais a 98cm? e 18cm?. Calcule o valor

de x.

Um tronco de piramide regular tem como bases triangulos equilateros,

09.

cujos lados medem, 2cm e 3cm. Calcule o volume desse tronco sabendo que
sua altura é de 2cm.



10. Uma piramide quadrangular tem 9cm de altura. Um plano o, paralelo a
base, secciona a piramide a 3cm do vértice, originando uma nova piramide cuja
base tem 20cm?. Qual o volume do tronco de piramide obtido?

~

9cm

AN

11. Um engenheiro esta projetando uma sapata de concreto em forma de
tronco de piramide regular, com as dimensdes indicadas na figura. Sabendo
gue em 1m? de concreto gastam-se 6 sacos de cimento, determine quantos
sacos serao gastos para fazer essa sapata.

m




Demonstracéo algébrica da formula do volume de Tronco de Piramide

H
1 1
Ul'- = EAEH_ EAb(H_ h}
1
Vr =§[,£15.H — A, (H —h)]
1
Vl" = g [A_E-H_ AbH+ Abh]
1
Vr = E[H(AB_ Ap)+ Ayh] (1)

Utilizando a razéo de semelhanca entre as areas, podemos determinar o valor
da altura H em funcéo de Ag, Av e h :

Ag  H?
A4, (H—h)?2
VAs__H
A, H-—h

—
H= ¥t ()
\,'AB - \,'Ab


http://lh3.ggpht.com/-t0Y9MXpkDhM/UEAenadtKII/AAAAAAAAVRM/FKokXqZrySA/s1600-h/clip_image002%5b3%5d.gif

Substituindo (II') em ( I), temos:

1

Vr = E[H (Ag— Ap) + Ayh]

1[f h. A4z
Vrp= < (\I—)(ﬂg— Ap)+ Abh]
s\ Uz /4

(A.E' - Ab}
_{\-'I'A_B - \-'I'jb‘-_b}

¥
|
(SR

- hyJAg + Ahh]

[ (AB_ Ab} . '[\-"'A_B + \-"'A_h}
-{\-'I'A_B - \-'I'jb‘-_b} {\-'IIE_B + \-'I'A_b}

¥
|
(SR

hoJAg + Abh]

v E_(AB_Ab}'{\-'I'A_B+\-'I'A_b}_hI.-A—_i_Ah
1

Vr = 3 ['[v"'A_B+ v‘E}' h\"I'A_B‘l' Abh]
1

Vr = Eh [\-"'A_E . \-"'A_E'+ \-"'_b . \-"'A_B+ Ab]

Assim, chegamos a férmula do calculo do volume do tronco de piramide:

1
Vr=zh [A5 + Az -4, + 4,]
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