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GEOMETRIA ESPACIAL

Prisma

Prisma € todo poliedro formado por uma face superior e uma face inferior
paralelas e congruentes, chamadas bases e outras formadas por
paralelogramos, chamadas faces laterais.

Elementos de um prisma

Base

Face Lateral

Aresta Lateral—>,

0 Aresta da Base

Classificagao

De acordo com o numero de arestas da base, um prisma pode
ser classificado em:

e Prisma triangular: quando as bases sao triangulos;

e Prisma quadrangular: quando as bases sdo quadrangulares;

e Prisma pentagonal: quando as bases sao pentagonos, e assim por
diante.



Exemplos

A\

Prisma triangular Prisma quadrangular Prisma pentagonal

De acordo com a inclinagcao das arestas laterais, um prisma
pode ser:

e Prisma reto: quando as arestas laterais sao perpendiculares aos planos

da base.
e Prisma obliquo: quando as arestas laterais sdo obliquas aos planos das
bases.
Exemplos:
Prisma Obliquo Prisma Reto

Podemos observar que em um prisma reto as faces laterais sdo retangulares.

Prisma regular

E todo prisma reto cujas bases s&o poligonos regulares.

Observe alguns exemplos de prismas com suas respectivas
classificagoes:



N
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Prisma Prisma Prisma
Quadrangular Regular Triangular Reqular Hexagonal Regular

Seccgao transversal de um prisma

Seccéo transversal € a regido determinada pela intersec¢do do prisma com o
plano paralelo ao plano da base.

Todas as secgdes transversais s&o congruentes

Exemplos

—

| Seccao Transversal |

Area total do prisma

Para determinar a area total (4;) do prisma, primeiro devemos calcular a sua
area lateral (4,). A area lateral € a soma de todas as areas das faces laterais.
Depois, somamos a area lateral com as areas das bases (4;).

A, = A, + 24,
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Volume do prisma

O volume do prisma é igual ao produto da area da base pela medida de sua
altura.

V:ABh

E importante observar que o volume do prisma depende exclusivamente da
area da base e da altura. Isso significa que um prisma reto e um obliquo que
possuem a mesma area da base e mesma altura tém o mesmo volume. Essa
situacao refere-se ao chamado Principio de Cavalieri .

No século XVII o matematico Bonaventura Cavalieri estabeleceu um
principio para calculo de volumes, que diz que dois sélidos com bases no

mesmo plano a tiverem a mesma altura e, sempre que seccionados por

qualquer plano f8 paralelo a a gerarem secgées de mesma area (A=B, A'=B’,
A’=B”, ...), entéo os dois sdlidos tem volume iguais.




Para ilustramos o Principio de Cavaliere, podemos considerar moedas iguais
empilhadas de duas formas diferentes, como mostra a figura.

Note que as pilhas tém mesma altura e qualquer plano horizontal que
seccione as duas pilhas determina nelas sec¢oes de mesma area.

E evidente que as duas pilhas tém também volumes iguais, pois o volume de
cada pilha é a soma dos volumes das moedas que a compdem.

Paralelepipedo

Todo prisma cujas faces sao paralelogramos recebem o nome de
paralelepipedo.

Se o paralelepipedo tem faces retangulares, ele € chamado de paralelepipedo
retangulo, reto-retangulo ou ortoedro.

Se o paralelepipedo retangulo tiver todas as arestas congruentes, ele é
chamado de cubo.

O cubo tem todas as suas seis faces quadradas.

Exemplos
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Paralelepipedo Paralelepipedo Cubo
Obliquo Reto

Diagonal de um paralelepipedo retangulo

Na figura abaixo estamos indicando por d a medida da diagonal do



paralelepipedo retangulo, por d, a medida da diagonal da base e pora, b c as
dimensdes das arestas do paralelepipedo retangulo.

1
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Aplicando o Teorema de Pitagoras no AAEF, temos:
(dp)? = a? + b?

Aplicando Pitagoras no AFAD , temos:
d? = (dp)? + c?

Portanto:

d* = a* + b? + c*

d = a? + b? + c?

No caso particular do cubo, como todas as arestas tém a mesma medida,
temos:

d =a%+a? + a?

d? = 3a?
d =+/3a?
d=aV3

Area total de um paralelepipedo retangulo

Considere o paralelepipedo retangulo abaixo de dimensdes a, b e c e sua
planificagao:
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A area total da figura é a soma das areas de suas seis faces. Dentre essas
faces, temos duas de area a-b, duas de area a-c e duas de area b-c. logo, a
area total sera:

At = 2ab + 2ac + 2bc

Ar=2(a-b+a-c+b-c)

No caso particular do cubo, temos:

Ar=2-(ara+aa+aa)=2-3a’

AT = 6a2

Volume de um paralelepipedo retangulo

Entende-se por volume de um sélido a quantidade de espacgo por ele ocupado.
Essa quantidade é determinada comparando-se esse solido com outro tomado
como unidade.

Consideremos um cubo de aresta 1 cm. A por¢ao do espacgo ocupado por esse
cubo é uma unidade de medida de volume definida como 1 cm®. L&-se: um
centimetro cubico.

Para medir o volume de um paralelepipedo, devemos comparar o seu volume
com o volume de um cubo de aresta 1 cm, ou seja, devemos calcular a
quantidade de cubos necessarios para ocupar 0 espago ocupado pelo
paralelepipedo, conforme a figura abaixo:



m
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Observando a figura verificamos que para calcular a quantidade de cubos que
cabem no paralelepipedo retangulo, devemos multiplicar as trés dimensdes do
paralelepipedo. Portanto, concluimos que o volume de um paralelepipedo
retdngulo é o produto de suas dimensdes. No caso acima, teremos: V 8.2 .2
= 32cm?® .De modo geral, o volume é dado por:

A
v

8cm

V=a'b-c

Para um cubo, temos:

Exemplo:

Qual é o volume de uma caixa cubica de 4cm de aresta?

4cm

, 4cm

V=4-4-4=64cm’

Volume de um prisma qualquer

Como ja vimos, o volume de um paralelepipedo retdngulo de dimensdes a, b e
c édadopor:V=abc

Podemos observar que a-b é a area da base ( A, ) e ¢ é a altura ( h ) do
paralelepipedo retangulo. Logo, podemos escrever que o volume & dado pelo
produto da area da base pela altura, isto é, V = Ay-h



Caso geral do volume de um prisma

Consideremos agora um prisma triangular Sy de area da base A e altura h, em
um prisma retangular Sg de mesma altura e area da base B. Pelo principio de
Cavalieri, o volume de Sp € igual ao de Sg. Entdo VSp = VSg.

Como VSa = A'h, entdo VSg = A-h . Portanto o volume de qualquer prisma é
igual ao produto da area da base pela medida da altura.

V = Ab - h
Exercicios
1. Dado um prisma hexagonal regular, cuja altura mede 12 cm e uma
aresta da base, 4 cm, calcule:
a) A area da base
b) A area lateral
c) A érea total
d) O volume
2. Num prisma triangular regular, a medida a da aresta da base € igual a

medida h da altura do prisma. Sabendo-se que a area lateral € 10 cm?, calcular

a sua area total.



3. Calcular o volume de um prisma triangular regular, no qual a aresta da
base mede 4 cm e altura mede 10+/3cm.

N

4. O volume de um prisma hexagonal regular é 81v3cm3. Calcular sua
altura, sabendo que ela é o dobro da aresta da base.

\_-_-_-_-_
T
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5. As arestas laterais de um prisma quadrangular obliquo formam 60° com
o plano da base e esta é um quadrado de lado 4 cm. Calcule o volume do

prisma sabendo que a medida de sua aresta lateral é 8v/3cm.

6. As dimensdes de um paralelepipedo retangulo sdo 4 cm, 6 cm e 8 cm.
Calcule:

a) A medida de sua diagonal.
b) Sua area total.
c) A medida de seu volume.



7. A diagonal da base de um prisma quadrangular regular mede 8v2cm e
sua altura tem 16 cm. Calcule:

a) A medida de uma diagonal desse sélido

b) A medida das diagonais das faces laterais

c) A sua area lateral

d) A sua area total

8. Duas das dimensdes de um paralelepipedo retangulo sdo 4 cm e 5 cm.
Achar a medida da terceira dimensdao sabendo que uma diagonal mede

v105cm.

9. Dado um cubo de aresta 8 cm, calcular:
a) A medida da diagonal do cubo

b) A area total do cubo

c¢) O volume do cubo

10. A diagonal de um cubo mede 5v3cm. Calcule seu volume.

1
1
1
1
1
1
1
)_________

11. Calcule as medidas da aresta, da diagonal e a area total de um cubo,
sabendo que a diagonal de uma de suas faces mede 2v2cm.

V2

1
1
1
1
1
1
1
1
)_________




12.  Um fabricante de chocolate langara, no mercado, barras de chocolate
com o formato da figura abaixo (prisma triangular regular). O fabricante
pretende revestir toda a barra com papel laminado para maior protecdo do
alimento. O minimo de papel a ser utilizado neste revestimento, em centimetros
quadrados, é de, aproximadamente: (Considere: +3 =1,7)

a) 104

4cm

b) 115

c) 134 dem

d) 156 10cm
4cm

13. Obtenha a quantidade em cm?® de metal para fabricagdo da peca
representada pela figura abaixo.

Observacao: As dimensdes representadas abaixo estdao em cm.

<—4—>|4—54> .
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14. Uma caixa d’agua retangular com 3 m de comprimento e 2 m de largura,
quando cheia, fica com agua até 1,5 m de altura. Qual o volume maximo de
agua dessa caixa?

Lembrete: 1m® = 1000 L
|



15. Uma piscina retangular de 30 m x 15 m, de fundo horizontal, estd com agua
até 2 m de altura. Um produto quimico deve ser misturado na agua na razao
de um pacote para cada 4500 L. Qual o numero de pacotes a serem usados?

16. Uma folha retangular de cartolina tem comprimento 18cm e largura
10cm. Recortam-se dessa folha quatro quadrados congruentes de modo que
cada um deles tenha um dos vértices em um vértice da folha, formando-se uma
superficie aberta de um paralelepipedo reto-retangulo:

H10cm —> —)

18cm

Determine o volume da caixa, sabendo que a medida da diagonal da caixa
construida mede 13cm?

17. Um fazendeiro vende leite em uma embalagem de papeldo que tem a
forma de um prisma reto de base quadrada, com dimensdes 10 cm, 10 cm e 12
cm. Ele pretende vender outro tipo de leite numa nova embalagem, que tem a
forma de um prisma reto, cuja base é um triangulo equilatero de 30 cm de
perimetro.

a) Qual deve ser a altura da nova embalagem para que ela tenha o0 mesmo
volume da primeira?

LEITE ]

b) Na fabricagdo de qual das duas embalagens sera usada uma menor
quantidade de papelao? De quanto sera a diferenga? (Considere \/3 =1,7)



18) Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2m. Sua base € um
retdngulo horizontal de lados 1,2 m e 0,9 m. Uma pessoa ao mergulhar um
cubo completamente no tanque, faz o nivel da agua subir 0,2m. Determine a

aresta do cubo.
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