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Lei dos senos e lei dos cossenos

Estudamos anteriormente os métodos para calcular as medidas dos lados e
dos angulos de um triangulo retangulo. Agora vamos estender 0os nossos
estudos a outros tipos de triangulo. O conhecimento das relagdes entre lados e
angulos desses triangulos é fundamental para o topdgrafo, pois se ele
conhecer trés das seis medidas de lados e angulos de um tridngulo qualquer
podera calcular as demais. No intuito de calcular medidas de angulos e lados
desconhecidos nas situagdes-problema envolvendo triangulos quaisquer
utilizamos relagdes conhecidas como lei dos senos e lei dos cossenos.

Lei dos Senos

A lei dos senos estabelece a relacao entre a medida de um lado e o seno do
angulo oposto a esse lado. Ela determina que a razdo entre a medida de um
lado e 0 seno do angulo oposto é constante em um mesmo tridngulo.

Assim, para um triangulo ABC de lados a, b, ¢, podemos escrever.

. B a b C

senA senB senC

Lei dos Cossenos

A lei dos cossenos estabelece a relacido entre a medida dos trés lados do
triangulo e cosseno do angulo formado por dois deles. Ela determina que o
quadrado da medida um lado € igual a soma dos quadrados das medidas dos
outros dois menos duas vezes o produto destes dois lados pelo cosseno do
angulo formado por eles.



Assim, para um triangulo ABC de lados a, b, c,

podemos escrever.

a’=b? +c?-2.b.c.cosA
b’=a®? +¢c>-2.a.c.cosB

c’=za%? +b>~2.a.b.cosC

Vamos analisar as seguintes situagdes-problema:

O desenho abaixo representa o trecho de um rio onde uma empresa deseja
construir uma ponte AB. O topografo da empresa, com o teodolito em P, mirou
o ponto B e, a seguir, o ponto C, de tal forma que o angulo P fosse 45°. Com
o teodolito em B, mirou os pontos A e P e verificou no teodolito que o
éngquP era de 105°. Qual devera ser o comprimento da ponte, sabendo-se
que a distancia PB medida pelo topografo foi de 100 m?
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Como temos dois angulos e somente um |

ado, devemos utilizar a lei dos

senos, mas antes precisamos descobrir o valor do angulo Ado triangulo para

determinarmos a medida x da ponte AB.

Como sabemos, a soma dos angulos internos de um tridngulo € igual a 180°,

portanto, o angulo Ae:

A + 105° + 45° = 180°
A +150° = 180°



~

A =180° — 150°
A =30°

Aplicando a lei dos senos:

x 100
senP  senA
X 100

sen459 - sen309

sen45° = 0,71
sen30° =0,5

X 100
0,71 05

~0,71. 100
B 0,5

X

X=142

Portanto, o comprimento da ponte devera ser 142 m.

Na figura, A, B e C s&o trés bairros sobre um mapa sem escala. Sabe-se que a
distancia AB = 20km e AC = 12km, onde AB e AC formam entre si um angulo
de 120°. Determine a distancia entre os bairros B e C, em km.

A 12km

120°

20 km



Solugao

Como temos dois lados e somente um &angulo, devemos utilizar a lei dos
cossenos para calcular a medida da distancia BC. Para isso, vamos considerar:
AB=b=20cm

AC=c=12cm

cos 120° = cos A = - 0,5 (valor encontrado em tabelas trigonométricas).

Substituindo esses valores na féormula:

b?+c*—2.b.c.cos A
202+ 12%-2.20.12.(- 0,5)
400 + 144 + 240

784

Portanto, a distdncia BC é28Km.

Exercicios

1) Uma ponte deve ser construida sobre um rio, unindo os pontos A e B, como
ilustrado na figura a seguir. Para calcular o comprimento AB, escolhe-se um

ponto C, na mesma margem em que B esta, e medem-se os angulos CBA =

57° e ACB = 59°. Sabendo que BC mede 30m, calcule, em metros, a distancia
AB . (Dado: use as aproximagdes sen(59°) = 0,87 e sen(64°) = 0,90)




2) (UNIRIO)- Deseja-se medir a distancia entre duas cidades B e C sobre um
mapa, sem escala. Sabe-se que AB = 120km e AC = 80km, onde A é uma
cidade conhecida, como mostra a figura. Determine a distancia entre B e C, em
km.

60°

1) Uma construtora deseja construir um tunel para diminuir a distancia entre
dois bairros A e B. O topografo da empresa com o teodolito em C, mirou o

ponto A e, a seguir, o ponto B, verificou no teodolito que o angulo C era 60°.
Constatou também que as distédncias AC era 1km e CB igual 1,6 km. Determine
o comprimento do tunel, sabendo que as distancias dos pontos A e B ao morro
sao respectivamente 200m e 300m.
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4) A figura mostra o trecho de um rio onde se deseja construir uma ponte do
ponto A ao ponto B.Um topdgrafo, com o teodolito em A, mirou o ponto B e, a

seguir, o ponto C, verificou no teodolito que o éngulo/i erareto. Como
teodolito em C, mirou os pontos A e B e verificou que o anguloC era de 37°.
Ent&o, o valor do angulo Be:
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160 m

a) 90° b)50° c) 53° d) 37°



b) Qual devera ser o comprimento da ponte, sabendo-se que a distancia AC
medida pelo topdgrafo foi de 160 m?

(Use:sen 37°=0,6 ; sen53°=0,8)

a) 150 m b) 120 m c) 100 m d) 80 m

]

Lei do seno e cosseno na mecanica

Antes de falarmos sobre o assunto, iremos fazer uma breve revisdo sobre
grandeza vetorial e regra do paralelogramo.

Grandeza vetorial

Uma grandeza vetorial é caracterizada por trés elementos fundamentais,
intensidade, direcdo e sentido. No curso de mecanica é muito comum a
utilizagcao de grandezas vetoriais como posigéao e forga.

A forca é caracterizada como uma grandeza vetorial, pois quando se empurra
um objeto através do chdo aplica-se no mesmo uma forga com intensidade
suficiente para mové-lo e diregao desejada para o movimento.

Uma grandeza vetorial pode ser representada graficamente por uma seta, que
€ utilizada para definir seu médulo, sua direcdo e seu sentido. Graficamente o
modulo de um vetor é representado pelo comprimento da seta, a diregao é
definida através do a&ngulo formado entre um eixo de referéncia e a linha de
acao da seta e o sentido é indicado pela extremidade da seta.

Praticamente todos os problemas envolvendo os conceitos de soma e
subtracdo vetorial, bem como a determinagdo dos componentes de um vetor
podem ser resolvidos a partir das leis dos senos e dos cossenos, que
representam propriedades fundamentais da trigonometria.



Regra do paralelogramo

Os paralelogramos s&o poligonos que possuem os lados opostos paralelos
com medidas geometricamente iguais. Nos paralelogramos, os angulos
opostos sdo iguais e os angulos internos consecutivos de cada lado séo
suplementares, isto €, a soma entre eles é igual a 180°.
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AD =BC
X=Y
B=24
a+ f =180°
Y+ & =180°
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Agora vamos considerar dois vetores V4 e Varepresentado na figura.
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Para obter o vetor resultante utiliza-se a regra do paralelogramo que consiste
na obtengdo do vetor resultante graficamente através de vetores paralelos
transladados equivalentes. Assim, devemos proceder da seguinte forma:

Inicialmente, tracemos um vetor paralelo ao vetor V4 a partir da extremidade do
vetor V, de mesmo modulo e sentido, em seguida, tracemos um outro vetor
paralelo ao vetor V,, comecando na extremidade do vetor V4, de mesmo
modulo e sentido. Obtemos um ponto A, passando ser a extremidade dos dois
vetores transladados equivalentes. O vetor resultante Vg tem origem em O e
extremidade A. Note que o vetor resultante Vr € a diagonal do paralelogramo.
Assim, & obtido um tridngulo de vetores

V2

Veja que tendo os valores V41 eV;, podemos calcular o valor do vetor resultante
através da lei do cosseno.

Agora vamos fazer dois exemplos de exercicios que podemos encontrar numa
aula do curso de mecanica.

Exemplo 1

O parafuso mostrado na figura esta sujeito a duas forgcas Fie F,. Determine o
modulo e a diregdo em relagédo ao eixo horizontal (x) da forga resultante.

F, =200N

F, =300N

Veja que o angulo entre o eixo horizontal e a forga F; é 80° ( 90° - 10°), logo
0 angulo entre as forgas € igual a 110°( 80° + 30°).



Fy= 200K

Fy= 300N
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Portanto, o angulo entre F4 equivalente e F, é igual a 70° ( 180° - 110° ). Com
isso, construimos o tridngulo de vetores.

y Fy= 2008 Fy= 200K

Agora podemos calcular a forga resultante aplicando a lei dos cossenos.

F2=F2+F2-2.F,.F,.cos70°

Fr=+VF12 + F22 — 2.F1.F2 .cos 70°

Fr =+/2002 + 3002 — 2.200.300. 0,342
Fr=298,26 N

O problema pede também o angulo que a forga resultante faz com o eixo
horizontal (x), ou seja, o angulo 8da figura.



i

Antes de calcularmos o angulo 6, devemos primeiramente calcular o angulo «

do triangulo dos vetores. O angulo 6 sera a diferenca entre a e o angulo de
30°.

Fp = 298,26 N

Fy= 2000

298,26 200
sen 700  send
298,26 200
0,94 - send
200. 0,94
S = 7298,26

sena = 0,63
O angulo cujo o seno é 0,63 é aproximadamente 39°. ent3o:
a = 39°

Logo, 8 =39°-30=9°



Portanto, a forga resultante é igual a 298,26 N e o angulo formado com o eixo
horizontal é aproximadamente 9°.

Exemplo 2

Duas lanchas rebocam um barco de passageiros que se encontra com
problemas em seus motores, conforme figura. Sabendo-se que a forga
resultante é igual a 30kN, encontre suas componentes nas dire¢cdes AC e BC.
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A partir da regra do paralelogramo construiremos um tridngulo de vetores
envolvendo as forcas atuantes nos cabos CA e CB que queremos obter e a
forca resultante.




Neste caso, devemos utilizar a lei do seno.

FCA FCB FR

sen 40°  sen30° - senl110°

Calculo de F 4

FCA — FR
sen 409° sen110°
Fea 30
0,64 0,94
Fo— 30 . 0,64

CAT 0,94
Feca =20, 42 kN

Calculo de Fp

FCB — FR
sen 30° senl110°
Feg 30
05 094
Fo— 30 . 0,5

™ 0,94
Fcg = 15,96 kN

Portanto, as forcas atuante nos cabos CA e CB sao respectivamente 20,42 kN
e 15,96 kN.

Consideragoes importantes:

Com o que foi visto acima, podemos definir uma formula para determina o
modulo do vetor resultante.



O vetor resultante dos vetores a e b da figura, é dado por:

L 4

V.2=2%2+b2—-2a.b. cos (180° - 4).

Mais tarde aprenderemos que cos (180°- @) = - cosé, entdo:

VrZ =32 + b% — 2.73.b. (- cos )
Vi? =a? + b?+2.3a.b.cos @

ou

Vg = Va2 + b2 + 2.3.b.cos 6

Outras consideracoes:

12) @ e b temmesma direcdo e sentido, neste caso 8 = 0°e cos 6 = 1,
entao:

a e i
@ i

Vi? =a? + b?+2.3a.b.cos @

Va2 =22+ b2+ 2.a.b.1



Vg2 =a?+ 2.a.b+ b2

V& =@ + b)?
Vg = /(5 + b)2
VR =El + b

22 )d e D temmesma diregéo e sentido contrario, neste casof = 180°
cos 8 = -1, ento:

L)
180
“ e —
a b

Vi? =a? + b?+2.a.b.cos @
veZ =32+ b2 +2.3.b.—1

V2 =a?— 2.a.b+ b?

—_

VR’ =@ - b)?

—_
=N

Ve=_|@ - b)? Vk-a - b

32 )a e b sao perpendiculares, neste casof = 90°e cos 6 = 0, ent3o:

—

a 4

s .

—_—

b

Vi? =a? + b%+2.a.b.cos @

Ve =a?+ b2 +2.2.b.0



VR2 =§2 + b2

Veja que quando 8 = 90° a expressao se reduz ao teorema de Pitagoras.

Exercicios

1) A chapa esta submetida a duas forgas F4 e Fgcomo mostra afigura. Se 6
60°, determine a intensidade da forga resultante e suadiregao em relagao ao
eixo horizontal.

Observagao: o cosseno de um angulo entre 90° e 180° é negativo.

Fy=RkN

Fy=6kN



2) Uma tora de madeira € rebocada por dois tratores conforme figura.
Sabendo-se que a forga resultante é igual a 10kN e esta orientada ao longo do
eixo x positivo, determine a intensidade das forcas F,e Fg.Considere 6 = 15°,
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