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Apresentacao

Muitas vezes nossos alunos nos perguntam: Para que estou aprendendo este
contetdo? Onde vou utilizar isto?

Pensando nisso, procurei nesse trabalho desenvolver o conteddo de geometria
analitica mostrando uma situacao real de uma fabricante e no desenrolar do
aprendizado criei situagfes e solu¢des necessarias para o bom funcionamento
de sua fabrica. Através dessas situacbes e solugdes procurei ensinar 0s
conhecimentos de geometria analitica de uma maneira bem clara e simples.

E importante que o aluno saiba que sempre existira um modelo matematico
gue ir4 ajuda-lo na solugéo de problemas em sua vida profissional e social.

Espero que esta obra contribua de alguma forma no aprendizado dos nossos
alunos e também no trabalho do professor em sala de aula.

Sugestdes e criticas que visem aprimorar esta obra serdo sempre bem-vindas.

Sergio Lopes Rodrigues

Proibido usar esta obra para fins lucrativos sem autorizagdo do autor.



Determinacao de uma reta

O empresério resolveu fazer o grafico do custo (despesa) mensal da fabrica 1.
Primeiramente transferiu seus dados para uma tabela. Veja:

Producdo (mil unidades) | Custo ( mil reais)
0 4

6
8
10
12
14
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Observe na tabela que se a producéo € zero, o custo é 4 mil reais, pois a
fabrica tem suas despesas fixas, como por exemplo, o aluguel. Veja que a
partir dai, a cada mil unidades o custo aumenta constantemente em 2 mil reais.

Representando graficamente, temos:

custo (mil reais) 4
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Observe que 0s pontos estdo alinhados, portanto, pertencem a mesma reta. E
evidente que os pontos deveriam estar alinhados, pois a cada mil unidades o
custo aumenta constantemente em 2 mil reais.

Podemos associar a reta desse grafico a uma equacgao. A equacao € também
importante para o fabricante, pois com ela, poderia saber o custo de qualquer
guantidade produzida que néo estivesse representada no gréfico.

Equacéo dareta

Para obter a equacdo de uma reta devemos saber primeiramente sua direcéo,
ou seja, sua inclinacédo. O angulo de inclinacédo da reta é o angulo que a reta
forma com o eixo das abscissas (eixo horizontal x), no sentido anti-horario,
partindo de um ponto do eixo x. De maneira geral, representamos este angulo

por &, sendo 0° < o« < 1800°.
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Através da tangente do angulo a, que chamamos de coeficiente angular ou
declividade da reta, podemos obter a equacao da reta. Veja:

Suponhamos que uma reta qualquer r, que passa por um ponto B(x, y) e forma
com o eixo das abscissas um angulo a, corte o eixo das ordenadas (eixo
vertical y) no ponto A (0, n), conforme figura:

Y

Utilizando raz@es trigonométricas no triangulo retangulo ABC, temos:

cateto oposto a « BC y—n

tga = - = =
g cateto adjacenteaa  AC

X

Fazendo tga = m, temos:

—n
m=y => mx
X
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y=mx+n

Esta expresséo é chamada de equacédo da reta na sua forma reduzida, ou
simplesmente equacdao reduzida da reta.

Assim a equacéo reduzida da reta € dada por:

y=mx+n



Onde:

e m que € chamado de coeficiente angular da reta, representa a
tangente do angulo de inclinacéo (« ) da reta.

e n que é chamado de coeficiente linear da reta, representa a ordenada
do ponto onde a reta corta o eixo das ordenadas(eixo y).

E importante saber que quando 0°< « < 90° m é positivo,; quando 90° < «
< 180° m é negativo.

Observacgoes:
~ - n
Se a reta forma um angulo de 0° com o eixo das
abscissas (reta horizontal), temos:
0f .
m=tga => m=tg® => m=0 X

A equagcao reduzida da reta torna-se simplesmente em y = n. Veja:

y=mx+n => y=0x+n => y=n

.
o = 90°
Se areta forma um angulo de 90° com o eixo das
abscissas (reta vertical), temos:
T| 'y
m= tga =>m= tg90° => 9 X

m = nao existe

N&o é possivel escrever a equacédo reduzida de qualquer reta vertical.



E importante saber que a equacio da reta bissetriz aos quadrantes impares
é representada por Yy = X e a equagdo da bissetriz aos quadrantes pares €
representada por y = —X.

Também podemos obter o coeficiente angular de uma reta a partir das
coordenadas de dois pontos quaisquer da reta. Veja:

m= taq = BC=3’B_3’A
g AC xB_xA
Y — Ya
m=  ———

Xp — Xz



A férmula acima generaliza o calculo do coeficiente angular de uma reta ndo
vertical, qualquer que seja sua posi¢cdo no plano cartesiano. E importante
observar que as diferencas entre as abscissas e entre as ordenadas,
respectivamente, devem ser obtidas em um mesmo sentido: ambas de A
para B, ou ambas de B para A.

Ya— YVB YB— Ya
Xa — Xp Xp — Xz

Assim, podemos simplificar as expressdes acima, escrevendo:

_ by

™= Ax

Em que Ax e Ay representam a variagdo de x e y respectivamente.

E importante saber, que podemos verificar se trés pontos estéo alinhados,
usando o conceito de coeficiente angular.

Seja uma reta r de coeficiente angular m e trés pontos A(x4,¥4), B(Xg,¥B)
e C(xc,Yc)- Os pontos A, B e C estdo alinhados, ou seja, pertencem a
mesma reta se, e somente se Myg = Mpe OU Myg = My OUMpe = My.

Os pontos A(1, 4), B(3, 7) e C(5, 10) estado alinhados, veja:

Ve ya _7-%_3
4B xpg—x, 3—-1 2

yC_yB 10_7 3
Mpc = = =5

Como myp = mpc, 0s pontos A, B e C estdo alinhados, ou seja, pertencem a
mesma reta



Agora podemos obter a equacao da reta para o fabricante obter o custo de
gualquer quantidade produzida que nao esteja representada no grafico.

custo (mil reais) 4 U

[P e L

| | | > X

|
S o 4 5 6 7 produgéao
T (mil unidades)

P

Sabemos que a equacdo reduzida da reta € dada por: Y = MX +n

Retiramos do grafico as coordenadas de dois pontos quaisquer, como por
exemplo (0,4000) e (3000,10000).

Calculando coeficiente angular m, temos:

Ve — V2 10000 — 4000
m=-——— => m=

= => = 2
Xp — X, 3000 — 0 m

Observando o grafico, podemos obter n = 4000 (ordenada do ponto onde a
reta corta eixo y).

Substituindo m =2 e n = 4000 na formula y = mx + n, temos: y = 2x +
4000.

Portanto, a equagdo da reta procurada é y = 2x + 4000 , onde y representa
0 custo de producéo e x a quantidade de produtos fabricados.



E importante saber que caso a ordenada n n&o é vista no gréafico, podemos
calcula-la.

Vamos supor que n nao tivesse aparecido no grafico. Como m = 2, a equagao
proviséria seriay = 2x + n . Para o calculo de n, basta substituir na equagao

as coordenadas de qualquer ponto conhecido da reta. Utilizaremos por
exemplo o ponto (1000, 6000).

Neste caso x = 1000 e y = 6000.
y=2x+n

6000 = 2. 1000 + n => n=6000-2000 => n =4000

Consideragbes importantes

Observe que na equagdo y = 2x + 4000, o coeficiente angular
(declividade) 2, significa a taxa de variagdo do custo de producgéo a cada mil
unidades produzidas, ou seja, a cada aumento de mil unidades na producéao, o
custo aumentava em 2 mil reais, conforme ja foi observado na tabela feita pelo
fabricante.

O coeficiente linear n = 4000, significa as despesas fixas do fabricante.

E importante a equagdo para o fabricante, pois com ela podera a qualquer
momento saber o custo de produgdo para qualquer valor de produtos
produzidos ou vice-versa.

Vamos supor que o fabricante queira saber o custo (y) para produzir 15 000
unidades.

y = 2x+4000 => y= 2.15000+4.000 y=34000

Portanto, o fabricante precisaria ter R$ 34 000,00 para produzir 15 000
unidades.

Em contra partida, com R$ 40 000,00, em um més, poderia produzir 18 000
unidades.

40000 = 2x + 4000 => 2x=36000 => x=18000



Equacao de umareta r, conhecidos o coeficiente angular e um
ponto der.

Seja r umareta de coeficiente angular m. Sendo A(x,,y,), um ponto
pertencente a r, e P(X, y) um ponto genérico de r, distinto de A. Com base
nesses dados, podemos escrever:

_ Y—Yo
X — X,

m

y— Yo =m(x—x,)

Assim, para determinar a equagao da reta nao vertical que passa pelo ponto
A(x,,Y¥,), € tem coeficiente angular m, usamos a expressao:

y— Yo =m(x —Xx,)



Veja os exemplos:

1) Determine a equacéo da reta abaixo.

Y4

Calculando o coeficiente angular.

m= tg45° => m=1

Como a reta passa pelo ponto (5,3)e m = 1, temos:
y—yo=m(x—x,) => y—3=1(x—-5) => y=x—-5+3
y=x—2

Portanto, a equagdo daretaéy = x — 2

2) Determine a equacao reduzida da reta que passa pelo ponto ( -2 , 6 ) e tem
declividade igual a — 3.

m=—3
Como a reta passa pelo ponto (-2, 7) e m = —3, temos:
y—Yo=mx—x,) => y—7=-3[x—-(-2)] =>

y—7=-3[x+2] => y—-7=-3x—6 =>y= -3x—-6+7
= y=-3x+1

Portanto, a equacdodaretaéy = —3x + 1



3) A reta r passa pelos pontos A(4, 2\/§) e B (5, 3V3 ), determine:
a) O coeficiente angular ( declividade).

b) o angulo de inclinagéo da reta.

c) A equacao reduzida da reta.

d) A ordenada do ponto onde a reta corta o eixo das ordenadas (coeficiente
linear).

- 3v/3- 23
YEEIA —5 = 222 = =
Xp—XA 5—-4

V3
1

a) m= => m=+/3

b) tga = m, tga = V3, entdo @ = 60° , ou seja, 0 angulo cuja tangente é

V3

c) Para obter a equacéo da reta podemos usar qualquer um dos pontos.
Usaremos o ponto A(4, 23 )

y=yo=mlx—x) => y-2V3 =V3(x-4) =>
y— 2V3 =V3x —4V3)

y=V3x—4/3+ 23

y=v3x-2V3

d) Sabemos que equacéo reduzida da reta € dado por y = mx + n, onde n €
a ordenada do ponto onde a reta corta o0 eixo das ordenadas (y), entdo na

equagéoy=\/§x—2\/§,n:—2\/§.

Vale lembrar que o ponto onde a reta corta o eixo y € (0, y), portanto,
substituido x = 0 na equagdo y = V3 x — 23 (y =+/3.0 — 2v/3), temos

y = —2+/3 . Assim, as coordenadas desse ponto s&o (0, —2v3 ).



Posicdes relativas de duas retas

Retas paralelas

As retas r e s séo paralelas se, e somente se, ttm o mesmo coeficiente
angular ou n&do existem seus coeficientes angulares.

y T =0 o o= ag®
y .
r
n? .
i 5
X n,
-] 11
ol X ] | 1
mr - ms r 5
n, # n, mr e mS néo existe

Caso as retas tenham também o mesmo coeficiente linear, elas serdo
paralelas coincidentes.

Retas concorrentes

As retas r e s sdo concorrentes se, e somente se, tém coeficientes angulares

diferentes.



Vale lembrar que o ponto P de interseccdo de duas retas concorrentes r e s
pertence evidentemente, a cada uma das retas e assim, suas coordenadas
devem satisfazer as equagOes de ambas as retas.

Podemos afirmar que o ponto P(2, 7) € ponto de intersecao das retas
ry=3x+1es:y=>5x-23, pois:
y=3x+1 => 7=3.2+1 =>7=6+1

y=5x-3 => 7=5.2-3 =>7=10-3

Agora vamos considerar duas retas concorrentes e perpendiculares e ndo
verticais.

Note que o angulo de inclinagcédo de s é a medida do angulo externo relativo ao
vértice B do triangulo retangulo APB, portanto, esse angulo € a soma dos

angulos internos 4 e B.

Da trigonometria temos: Lembrete:

£a(90° + @) sen(90°+a)  cosa 1 Para 02 <a <180,

a) = = = — .
g cos(90°+ a) —sena tga temos
. sen(90° + a) = cosa
Assim,
1 c0s(90° + a) = —sena

tg(90° +a) = ——

tga



Como, tg(90° + a) = mg, e tga = m,., entéo:

1
msz—E ou m..mg; = —1

Assim:

Duas retas, r e s, ndo verticais sdo perpendiculares se, e somente se, 0
coeficiente angular de uma delas € igual ao oposto do inverso do coeficiente

. 1
angular da outra, ou seja Mg = — —_
T

Intersecéo de retas

O fabricante resolveu transportar para uma tabela os dados de sua receita
mensal em fungdo da produgdo. Para competir no mercado resolveu vender
seu produto por R$ 3,00.

Producédo (mil unidades) | Receita ( mil reais)
0
3
6
9
12
15

g W DN PF O

A fim de saber a quantidade minima que deveria produzir para nao ter prejuizo,
o fabricante colocou os dados da tabela no mesmo grafico que estava
representado o custo. Veja.



') receita

receitalcusto(mil reais) 4
custo

| | | : K
5 6 7 produgao
(mil unidades)

Note no gréafico que quando sao produzidas 4 mil unidades o custo e a receita
sdo iguais a 12 mil reais. Isso significa que se o fabricante produzir menos que
4 mil unidades ele tera prejuizo. Observando no gréafico, podemos notar que se
for fabricado 3000 unidades, o fabricante terd um prejuizo de 1mil reais.

Viram a importancia desse grafico para o fabricante. Ele podera ajudar na sua
tomada de decisdes.

O ponto (4000,12000) é o ponto de intersecdo das duas retas, isso significa
gue suas coordenadas devem satisfazer simultaneamente as equacdes dessas
duas retas. Assim, poderiamos obter também esse ponto de intersecéo
resolvendo o sistema de equacgdes formado pelas duas retas.

A equagdo que representa o custo ja foi obtida, y = 2x + 4000. A equagao
gue representa o valor da receita y em funcdo da producédo x é facil obter.
Como o preco de cada produto x € 3 reais, entdo a equagdo € y = 3x.

Assim, obtemos o sistema:

{y = 2x + 4000
y = 3x



Nesse caso, é mais facil resolver o sistema pelo método da substituicdo.
Substituindo y = 3x na primeira equagéao, temos:

3x = 2x + 4000 => 3x — 2x = 4000 => x = 4000
Substituindo x = 4000 na equagdo y = 3x.

y=3.4000 => y= 12000

Logo, as coordenadas do ponto de interse¢cdo sao 4000 e 12000, ou seja,
(4000, 12000).

Assim, concluimos que, para obter as coordenadas do ponto de
intersecdo de duas retas concorrentes, basta resolver o sistema formado
por suas equagdes.

Outros tipos de equacdes dareta

Equacao geral dareta

Dada a equacéo reduzida de uma reta, para encontrar a equacao geral, basta
agruparmos todos os termos em um Unico membro da equagao.

Para equacdo reduzidadaretay = 3x + 7,temos3x-y+7 =0

como equacdo geral.

Assim, podemos escrever a equacgao geral de uma reta na forma ax + by + ¢
=0, onde a, b e c sdo os coeficientes, sendo a e b ndo nulos simultaneos.

Inversamente, dada da equacéo geral dareta 4x + 3y — 6 = 0, para obter a
equacao reduzida, basta isolarmos y no 1° membro da equacéo.

4 6
4x+3y—6=0 =>3y=—4x+6 => y=_§x_|_§



4
y=—=x+ 2

3
a c
Observe que tendo a equacéo geral ax+by+c:0,m=—;en=—3
veja:
a C
ax+by+c=0 =>py=—ax—c=> y=—-X—
a Cc
y=mx+n => m=-—_—en=-—-

Eventualmente pode ocorrer que a equacao de uma reta ndo esteja na sua
forma mais simplificada, como exemplo a equacéo 2x + 6y — 8 = 0. Notemos
gue os trés coeficientes sao pares, dividindo toda equacédo por 2, obtemos a
equacao simplificada x + 3y — 4 = 0. As duas equacdes representam a mesma
reta e sdo denominadas equagdes equivalentes.

Uma reta pode ter varias representacoes de equacdo na forma geral, mas
guando queremos obter a equacédo de uma reta ela deve ser a simplificada.

Equacdo segmentéria da reta

Considerando uma reta r que intercepta o eixo y no ponto A(0, n) e 0 eixo X no
ponto B(p, 0).

L 2

Calculando o coeficiente angular temos:

_¥8— Y4 _ 0-m n




Usando a forma reduzida y = mx + n, temos :

Dividindo os dois termos por pn, (p # 0 en # 0), temos:

nx n nx X
_+Q:p_ => _+ﬂ=@ => —+X=1
pn pn pn pr pn pr p n

X

_+X=1

p n

Esta equacado € denominada equacao segmentaria da reta.

E importante observar que p representa a abscissa do ponto onde a reta corta
0 eixo das abscissas(eixo x).e n representa a ordenada do ponto onde a reta
corta o eixo das ordenadas(eixo y).

Em certos casos é mais rapido obter a equacgéo geral quando temos a
informacé&o de onde a reta corta os eixos. Veja no exemplo abaixo.

Determine a equacao segmentéria e a equacao geral da reta r da figura:

Observe gue a reta corta 0s eixos nos pontos (3,0) e (0, -2), logo, temos como
equacao segmentaria:

W =

Y
+—2

Il
[
Il
\Y
Wi R
I
N <



Para obtermos a equacao geral da reta basta agruparmos todos 0s termos em
um Unico membro da equacéo.

Equacéo paramétrica da reta

As equacdes reduzida, geral e segmentéria relacionam entre si as
coordenadas x e y de um ponto genérico da reta. Em algumas situacdes
praticas, como em fisica, quimica, economia, etc; podemos representar uma
equacdao da reta expressando cada uma das coordenadas (X, y) dos pontos da
reta em funcdo de uma terceira variavel (t), denominada parametro.

{x = f(t)
y=g()

Se f(t) e g(t) sdo fungbes afins, entdo essas equagdes representam uma
reta.

Vale lembrar que o parametro t pode representar qualquer grandeza, como
tempo, prego, temperatura, etc.

Veja o exemplo:

Estudando o movimento retilineo de um projétil, um fisico concluiu que seus
deslocamentos, em metros, na horizontal e na vertical sdo descritos,
respectivamente pelas equacdes x =t + 4 ey =2t + 5, em que t representa o
tempo do deslocamento, em segundo. Com esses dados foi possivel obter uma
equacdao que relacione os deslocamentos, horizontal x e vertical y. Veja:



{x=t+4
y=2t+5

Isolando t na equacdo x =t + 4, temost = x — 4.

Substituindo t por x —4 naequacédo y = 2t + 5, temos:
y =2(x-4)+5 => y=2x-8+5 =>y=2x-3 => 2x-y-3=0

As equacdes x =t+4 ey =2t +5 sdo denominadas equacfes paramétricas
associadas a equacdo geral 2x -y — 3 =0.

Voltando ao fabricante citado anteriormente.

Vimos que a equacéo que representava o custo de fabricagéo da fabrica 1 era
C = 4x + 4000 e a equacdo do lucro L = x — 4000. Lembrando que X
representava a quantidade de produtos produzidos.

Agora o fabricante deseja saber qual seria seu lucro em funcéo do valor de seu
investimento (custo) ou vice-versa.

Veja que no nosso caso 0 parametro € o0 X , ou seja, a quantidade de produtos.

{C = 2x + 4000
L=x-4000

Isolando x na equacgéo L = x - 4000, temos x = L + 4000.

Substituindo x por L + 4000 na equacédo C = 2x + 4000 , temos:

C =2(L +4000) +4000 => C=2L+8000+4000 =>C=2L+ 12000
A equacdo que expressa o custo(C) em funcao do lucro (L) é:

C=2L + 12000

Caso o fabricante quisesse saber o lucro em funcdo do custo de fabricacdo a
equacao seria:

C =2L+12000 => 2L =C-—12000



_ €-12000
o 2

L = L=%—6000

Vamos supor que o fabricante tivesse R$ 100 000,00 para investir na sua
fabrica 1 neste més, quanto seria o seu lucro?

L = 2222 — 6000

L =50000 - 6000

L = 44000
Portanto, seu lucro seria R$ 44 000,00

Veja outro exemplo:

No plano cartesiano Oxy, um mével em movimento retilineo tem a sua posicéo
em cada instante dada pelas equacdes:

{ x =2t
y =4t + 2

Onde t é o tempo em segundos e as distancias sdo medidas em metro.

a) Qual a posicédo do mével no inicio da contagem do tempo (t = 0)?
b) Qual a posi¢cdo do mével quandot=1"?

c) Depois de quanto tempo, a partir do inicio, se temy = 10?

d) Qual a posi¢cao do mével nesse instante?

e) A que distancia se encontra da posicao inicial?

f) Qual a equacgao que relaciona apenas o deslocamento x e y?

g) Represente graficamente a trajetéria do movel.



Solucgéao

{ x =2t
y =4t + 2

a)Quandot=0 =>x=2.0 => x=0

y=4.0+2 =>y=2,
Portanto, no instante 0 o mével esta em A(0, 2).
b) Quandot=1 =>x=2.1 =>x=2
y=4.1+2 => y=6
Portanto, apés 1 segundo, a partir do inicio, 0 movel esta em C(2, 6).
c)Paray=10 => 10=4t+2 => t=2.
Portanto, 2 segundos a partir do inicio.
dParat=2 =>x=2.2 => x=4.

Portanto, depois de 2s apdés o inicio , a posicéo € B (4, 10).

e) A distancia procurada é a distancia de A(0, 2) até B(4, 10).

d=\/(4—0)2+(10—2)2 =Vi6+64 =480 = 45

Logo, a distancia é 4v5 m.



f)

{ x =2t
y =4t + 2

X
Isolando t na equagéo x = 2t , temos t = >

X
Substituindo t por > na equagdoy = 4t + 2, temos:

<
1

IN

N R

+2 = y=2x+2 = 2x—y+2=0

Portanto, aequagdo é 2x —y +2=0

e) A representacao gréfica da trajetoria do mével:

Y4
trajetoria




Exercicios resolvidos

1) Determine a equacdo reduzida da reta representada no grafico:
A

1207

Solucgéao
m=1tg120° => m=-+/3
n=>5

y=mx+n => y=-\/§X+5

2) Determine a equagéo reduzida e a equacéao geral da reta que passa pelos
pontos A(1,6)e B(3, 10).

Solucéo

A equacdao reduzida € da formay = mx + n.

O coeficiente angular ( m) € o quociente entre a diferenca das ordenadas e a
10-6 4

diferenca das abscissas, ou seja, M = 31 " 3 ° 2

Entdo a equacao reduzida é y = 2x + n.
Como a reta passa em B(3,10), substituindo x por 3 e y por 10, temos:
10=2.3+n => n=4

Esse mesmo resultado poderia ser obtido substituindo-se as coordenadas do
ponto A(1,6) na equacdo y = 2x + n, pois a reta também passa em A.



Portanto, a equacdo reduzida éy =2x + 4 e equacao geral 2x -y + 4 =0.

3) Determine a equacao da reta s que passa pelo ponto P (4, 3) e é
perpendicular a reta r de equacdo 2x -3y +5=0

Solucéo
x—3y+1=0 =>m ¢ = -2 =>m. =2
r- 2X — + 1= => = —_—— = —_— = = -
y r b -3 r 3
. . 1
Para que r seja perpendicular a s devemos ter Mg = — o~
T

Ou seja, Mg € igual a menos o inverso de M.
B 3
Entao, Mg = — E

Logo, como s passa pelo ponto P(4,3), vamos usar a formula
Y = Yo =m(x —x,)

[\S]
=
I
(@)
Il
I
w
=
+
(U
N
Il

> 3x+2y—18=0

Portanto, a equagdo daretas é 3x + 2y — 18 = 0.
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