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Geometria analitica
Parte 1

e Distancia entre dois pontos do plano
cartesiano

e Ponto médio



Apresentacao

Muitas vezes nossos alunos nos perguntam: Para que estou aprendendo este
conteudo? Onde vou utilizar isto?

Pensando nisso, procurei nesse trabalho desenvolver o conteido de geometria
analitica mostrando uma situacao real de uma fabricante e no desenrolar do
aprendizado criei situacdes e solu¢des necessarias para o bom funcionamento
de sua fabrica. Através dessas situacoes e solugdes procurei ensinar 0s
conhecimentos de geometria analitica de uma maneira bem clara e simples.

E importante que o aluno saiba que sempre existirA um modelo matematico
que ira ajuda-lo na solucao de problemas em sua vida profissional e social.

Espero que esta obra contribua de alguma forma no aprendizado dos nossos
alunos e também no trabalho do professor em sala de aula.

Sugestodes e criticas que visem aprimorar esta obra serdo sempre bem-vindas.

Sergio Lopes Rodrigues

Proibido usar esta obra para fins lucrativos sem autorizacao do autor.



Geometria analitica

A Geometria Analitica, também denominada de coordenadas geométricas, se
baseia na integracdo da geometria com a algebra, por exemplo, permite
representar figuras geométricas por meio de pares ordenados, equacdes ou
inequacoes.

Os estudos iniciais estao ligados ao matematico francés René Descartes (1596
-1650), criador do sistema de coordenadas cartesianas.

Em varios assuntos estudados anteriormente, como por exemplo, na
representacao grafica de funcdes, aplicamos conceitos da geometria analitica.
Agora estudaremos novos conceitos.

Revisando Plano Cartesiano

Pares ordenados

Dados dois elementos x e y de um conjunto. Estabelecendo entre eles uma
determinada disposicdo (ou ordem), isto é, x sendo o primeiro e y 0 segundo
elemento, formamos assim, o par ordenado (X, y).

Exemplos:

3. 6)

Z2° elemento

w

17 elemento

-

Assim, Indicamos por (x, y) o par ordenado formado pelos elementos x e y,
onde x € 0 12 elemento e y é o0 2° elemento.

Observacoes

Dois pares ordenados (x, y) e (a, b) sdo iguais somente se x=a € y=b

Se (7,9) =(a,b),entdoa=7e b =09.

Sendo x e y dois numeros racionais quaisquer, de um modo geral (X, y) # (Y, X).

Sendo assim, (5, 2) # (2, 5).



Representacao grafica de um Par Ordenado

Podemos representar um par ordenado através de um ponto num plano
cartesiano ortogonal, que consiste em um plano com duas retas, x € y
perpendiculares entre si, que o dividem em quatro regides, denominadas
quadrantes. A reta horizontal (x) € chamada de eixo das abscissas (eixo x)
e a vertical (y), eixo das ordenadas (eixo y). O ponto em que essas retas se
cruzam é denominado origem, que corresponde ao par ordenado (0, 0).

eixo das ordenadas
}rah.
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Observe que os quadrantes sdo enumerados no sentido anti-horario.

Representacao de um ponto no plano cartesiano
Veja a seguinte situacao:

Um fabricante de roupas resolveu construir duas fabricas em certa regidao. A
fabrica 1 para produzir meias e a fabrica 2 para produzir vestidos e camisas. Ao
mapa da regidao plana, onde ficava o escritério, estabeleceu um sistema
cartesiano de origem O (local do escritério), adotando o quildbmetro como
unidade nos eixos, eixo x no sentido leste- oeste e o0 eixo y no sentido norte-
sul. Em seguida verificou no mapa que o melhor local para construcdo da
primeira fabrica (F1) seria percorrendo do escritorio, horizontalmente, 3 km em
linha reta no sentido leste, depois, verticalmente, 2 km em linha reta no sentido
norte, formando o ponto F(3,2).



Também verificou que o melhor local para construcdo da segunda fabrica seria
percorrendo horizontalmente 3 km em linha reta no sentido oeste, depois,
verticalmente, 6 km em linha reta no sentido norte, formando o ponto F»(-3,6).

Assim, representaremos o ponto F4(3,2) e F2(-3,6) no plano cartesiano.
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Na pratica, representamos um ponto no plano cartesiano da seguinte forma:
Representar o ponto A(4,3) num plano cartesiano.

Primeiro: localizamos o ponto 4 no eixo das abscissas.

Segundo: localizamos o ponto 3 no eixo das ordenadas.

Terceiro: Tragcamos as retas perpendiculares aos eixos x € y, por esses pontos,
o encontro delas sera o local do ponto.



Observacao:

Se y =0, como B(2, 0), o ponto encontra-se no eixo X. Se x = 0, como C(0, -3), 0
ponto encontra-se no eixo y. Veja como ficou representados os pontos A(4, 3),
B(2, 0) e C(0, -3).
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Dizemos que no ponto A(4,3) o 12 niumero do par ordenado ( 4) é a abscissa
do ponto , e 0 2° numero (3), é a ordenada do ponto. Os numeros do par
ordenado ,4 e 3, sdo chamados coordenadas cartesianas do ponto.

(4,3)

\—» ordenada

| coordenadas
abscissa cartesianas

Agora iremos calcular a distancia entre a fabrica 1 e 2.

Distancia entre dois pontos do plano cartesiano

Dados dois pontos A(xa,ya) € B (xg,ys), obtemos a distancia d entre A e B,
tracando as projecdes destes pontos sobre os eixos coordenados.



12 caso: AB paralelo ao eixo x.
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Observe que a distancia entre os pontos A e B é o valor absoluto (médulo) da
diferenca entre xp e x4.

d= |xg—x4
Exemplo: Determine a distancia entre os pontos A(3, 6) e B(8,6)
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d= [8=3|=[5]

d=5



22 caso: AB paralelo ao eixo y.

Y a
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Observe que a distancia entre os pontos A e B é o valor absoluto (médulo) da
diferenca entre ygp € y .

d= |yg — yal

Exemplo: Determine a distancia entre os pontos A(3, 7) e B(3,-2)
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32 caso: AB nao é paralelo ao eixo x ou ao eixo y.
Primeiramente iremos revisar o Teorema de Pitagoras.

Em um triangulo retangulo, o quadrado da medida da hipotenusa a é igual a
soma dos quadrados das medidas dos catetos b e ¢, isto &, a® = b? + ¢

Observe que a distancia d entre A e B € a hipotenusa do tridngulo retdngulo
ABC. Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

d* = (xg — x4)* + (¥p — Ya)*.

Assim:

d= (g — %)%+ (Vs — ya)?.



Calculando a distancia entre as fabricas 1 e 2, ou seja, a distancia entre
F1(3,2) e F2(-3,6).

escritério
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d= \/(XB — x4)%+ (yp — Ya)%

d=(B~-(-3)%+ (2~ 6)?

d= (B +3)2+ (—4)2

d = (6)? + (—4)*

d= V36 + 16
d = 52

d = 2v13 km ou 7,2 km

Veja outro exemplo:

1) Calcule a distancia entre os pontos A(-2, 6) e B(1, 10).



Solucao:

d=(1-(-2))> + (10-6 )?

d=+ 3% +4°
d=+v9+16
d=+25

d=5

2) Verifique se o triangulo de vértice A(-2,4), B(-5,1) e C(-6,5) é equilatero,
isdsceles ou escaleno.

Lembrete: O triangulo equilatero tem os trés lados com medidas iguais, o
tridngulo isdsceles tem dois lados com medidas iguais e o triangulo escaleno
tem os trés lados com medidas diferentes.

Solucao:

Calculamos as medidas dos lados do triangulo ABC:

das= (-5+2)* + (1-4)> =949 = {18 =342

dac= A(-6+2) + (5-4 ) =16+1 =17

dec= (-6+5)° + (5-1) = 1+16 =17

Como dac = dgc, entéo o tridangulo ABC é is6sceles.

Ponto médio de um segmento

Num certo dia o fabricante resolveu abrir uma loja para vender suas roupas no
varejo. Ele desejava que a loja ficasse equidistante as fabricas, de maneira que
essa distancia fosse a menor possivel, ou seja a loja deveria fica na metade da
distancia entre Fy e Fa.

Assim, devemos calcular o ponto médio de F; F,.



Antes de calcular, vamos achar a férmula para célculo do ponto médio de um
segmento.

Seja M o ponto médio de um segmento AB.

Vol Ve
Ya Ya
X4 Xy Xp x; X Xg
fig. 1 fig. 2

Notemos na figura 2 que os tridngulos retadngulos sdo semelhanca, pois
possuem seus angulos correspondentes congruentes, Assim:

AM= Xm— X4 Ym— Ya

MB Xp — Xm Y — YMm

Como AM = MB, pois M é o ponto médio de AB, ent&o:

XM — Xa Ym — Ya

1= =
Xp — Xm YB — Ym
Calculo de X ;.
XM — Xa
=1
Xp — Xym

XM— XA= XB—XM

ZxM = xA +xB

X4+ Xp
Xy = ——=
M 2
Calculode Y.
Ym — Y _ 1

Y — YMm



Y — Ya= ¥YB —YMm

2Ym = Yat s
_ Yat yB
YM—T

Observe que as coordenadas do ponto médio de um segmento AB
correspondem a média aritmética das correspondentes coordenadas do
ponto A e B.

Agora vamos calcular o ponto médio de F; F,.
F1(3,2) e Fx-3,6)

_ 3+(-3) _ 3-3)

Xy = — . => Xy = =
xy =0
2+6 8
M= = YmM= 7
ym = 4

Portanto, o ponto médio do segmento F; F, é M(0,4).

Assim, a loja deveria ficar no ponto M(0,4) no mapa, ou seja, 4 km ao
norte do escritorio.

escritorio




Exercicios

1) Observe a grafico e determine as coordenadas dos pontos:

a) A
b) B v
c) C N -
d) D B I
e) E 3T |
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2) Marque no plano cartesiano acima os seguintes pontos:

a)G(1,-2) b) H( 0, 3) c)l(3,-2)
d) J(-3,3) e)L(-1,-4) fyM(O0,-4)
g)C(4,4) hyM(-4,0) i) R(3,0)

3) Dé as coordenadas dos vértices do poligono mostrado no grafico a seguir:

y
r
C D
fj
B i
E
4 ,




4) Calcule a distancia entre os pontos:
a) A@B,-1)eB(3,5).

b) A(3,7)eB(1,4).

5) Classifique cada triangulo ABC como equiilatero, is6sceles ou escaleno.
a)A(3,1),B(1,6)C(2,3)

b) A(-2,0), B(2,0) C(0,2+3 )

6) Verifigue se o triangulo de vértice A(4,-2), B(2, 3) e C(6, 6) é retangulo,
acutangulo ou obtuséangulo.

Considerando um tridngulo com lados que medem a, b, ¢, sendo a a medida do
maior lado. Lembre-se de que:

a? =b?+c® <=> triangulo retangulo
a’ > b?+c¢® <=> triangulo obtusangulo
a? < b?+c® <=> triangulo acutangulo

7) Determine as coordenadas do centro da circunferéncia que passa pelos
pontos A(0,5), B(3,6)e C (8,1).



8) A planta baixa de um condominio de apartamentos foi associado um sistema
cartesiano de coordenadas, conforme figura.
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O ponto P representa o local onde sai o sinal de internet e os pontos A,Be C
representa a localizacdo de algumas areas de lazer. Sabendo que o raio de
alcance do sinal de internet é de 59 m e que cada unidade representada na
planta corresponde 10 m, em quais 0s pontos os moradores poderao acessar a
internet?

9) Para estudar o movimento de um astro que se desloca com velocidade
constante em trajetéria retilinea, um astrénomo fixou um plano cartesiano,
contendo essa trajetéria, e adotou nos eixos coordenados uma unidade
conveniente para grandes distancias. Em certo momento, o cientista observou
que o astro estava no ponto A(3, 6) e quatro minutos depois estava no ponto
B(5,8).

a) Qual era a posicao do astro, dois minutos ap6s a passagem pelo ponto A?

b) Qual era a posicao do astro, um minuto apds a passagem pelo ponto A?



10-(ENEM) Nos ultimos anos, a televisdao tem passado por uma verdadeira
revolugcdo, em termos de qualidade de imagem, som e interatividade com o
telespectador. Essa transformacdo se deve a conversdo do sinal analbgico
para o sinal digital. Entretanto, muitas cidades ainda ndo contam com essa
nova tecnologia. Buscando levar esses beneficios a trés cidades, uma
emissora de televisdo pretende construir uma nova torre de transmissao, que
envie sinal as antenas A, B e C, ja existentes nessas cidades. As localizacbes
das

antenas estao representadas no plano cartesiano:
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A torre deve estar situada em um local equidistante das trés antenas.

O local adequado para a construcdo dessa torre corresponde ao ponto de
coordenadas

a) (65; 35) b) (53; 30) c) (45; 35) d) (50;20) ¢ (50; 30)

11- (UPM-SP) Em relacdo a um sistema cartesiano ortogonal, com 0s eixos
graduados em quilémetros, uma lancha sai do ponto (—6,—4), navega 7 km para
leste, 6 km para o norte e 3 km para oeste, encontrando um porto. Depois
continua a navegacao, indo 3 km para norte e 4 km para leste, encontrando um
outro porto. A distancia, em quildmetros, entre os portos é:

a)7 b) 3v5 c) 2v/3 d)V7 e)5
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