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Probabilidade

A historia da teoria das probabilidades teve inicio com os jogos de azar. Hoje
podemos utiliza-lo em muitas outras areas como, por exemplo, na area
técnica, médica, comercial e etc.

O estudo da probabilidade vem da necessidade de em certas situacoes,
prevermos a possibilidade de ocorréncia de determinados fatos. E por meio da
teoria da probabilidade que se estabelece, por exemplo, o risco da tomada de
decisao.

Veja a probabilidade de acerto na Mega-Sena:

Quantidade N° Valor de Probabilidade de acerto (1 em...)
Jogados Aposta Sena Quina | Quadra
6 2,00 50.063.860 | 154.518 2.332
7 14,00 7.151.980 44,981 1.038
8 56,00 1.787.995 17.192 539
9 168,00 595.998 7.791 312
10 420,00 238.399 3.973 195
11 924,00 108.363 2.211 129
12 1.848,00 54,182 1.317 90
13 3.432,00 29.175 828 65
14 6.006,00 16.671 544 48
15 10.010,00 10.003 370 37

Fonte:http://www1.caixa.gov.br/loterias/loterias/megasena/probabilidades.
Acesso em 14/02/2014.

Para iniciarmos o estudo da probabilidade, vamos a seguir definir alguns
conceitos importantes.



Experimento Aleatorio

E aquele experimento que quando repetido em iguais condicdes, podem
fornecer resultados diferentes, ou seja, sao resultados ocorridos ao acaso. Veja
alguns exemplos:

Quando lancamos uma moeda para cima, o resultado é imprevisivel, pois tanto
pode dar cara, quanto pode dar coroa.

Se ao invés de uma moeda, jogarmos um dado, o resultado serd mais
imprevisivel ainda, pois aumentamos o numero de possibilidades de resultado.

Espaco Amostral

Ao lancarmos uma moeda ndo sabemos qual sera a face que ficara para cima,
no entanto podemos afirmar que sera cara, ou coroa, pois uma moeda sO
possui estas duas faces. Neste exemplo, ao conjunto { cara, coroa } damos o
nome de espaco amostral, pois ele € o conjunto de todos os resultados
possiveis de ocorrer neste experimento aleatério. No caso de ser langcado um
dado, o espaco amostral sera o conjunto { 1, 2, 3, 4, 5, 6 }. Representamos o
espaco amostral pela letra S.

Evento

Chama-se evento qualquer subconjunto A do espac¢o amostral S.

Veja alguns exemplos:

No lancamento de um dado, o espaco amostralé S = {1,2,3,4,5,6}.0
evento “namero impar” € o conjunto A ={1; 3; 5}, o evento “numero par” é
A={2,4,61}

Na experiéncia “retirar uma bola de uma urna” que contém trés bolas brancas
(b1, bz, bs), e duas bolas pretas (p1, p2), 0 espago amostral é S = {ba, b2, bs, pz1,
pz2}. O evento “bola branca” é conjunto A = {b1, b2, bs}.

E fundamental diante de um problema de probabilidade verificar quem vem a
ser o espaco amostral e o evento. E, depois, determinar a valor de cada um
deles. Podemos dizer que o espago amostral sdo os resultados possiveis de
ocorrer no experimento aleatério e o evento sao os resultados favoraveis.

Devemos observar sempre que o0 evento esta contido no espaco amostral.



Probabilidade de Ocorréncia de um Evento

Se em um experimento aleatorio as possibilidades séo igualmente provaveis,
ou seja, todos os seus elementos tenham a mesma possibilidade de ocorrer,
entdo a probabilidade P(A) de ocorrer um evento A é igual a razdo entre o
numero de elementos do evento A n(A) e o numero de elementos do
espaco amostral S n(S).

Podemos dizer também que P(A) € razdo entre o numero de resultados
favoraveis e o nimero de resultados possiveis de um experimento.

n(A) nuamero de resultados favoraveis

P(A) =

n(S) numero de resultados possiveis

Exemplos:
1) No lancamento de um dado qual a probabilidade de sair um numero par ?
A={246} => nA)=3

S={1,2,34,56 n(S)=6

P(A) =

o lw

Portanto a probabilidade de sair um numero par é E :

Normalmente representamos probabilidades através de fracfes, mas também
podemos representa-las por numeros decimais, ou até mesmo por
porcentagens.

P(A) = §= 0,5 = 50%

Um jovem casal pretende ter 3 filhos. Qual é a probabilidade de que tenham:

a) pelo menos um casal?



Se representarmos por M os filhos do sexo masculino e por F os filhos do sexo
feminino, podemos representar assim 0 espago amostral e o evento A:

S={(F,F, F), (F, F, M), (F, M, F), (F, M, M), (M, F, F), (M, F, M), (M, M, F), (M,
M, M)} => n(S)=8

A={(F F, M), (F, M, F), (F,M,M), M, F,F), M, F, M), (M, M, F) } =>

n(A) =6
6 3
P(A) = s = Z

3
Portanto, a probabilidade de que tenham pelo menos um casal é Z :

Em forma de numero decimal e porcentagem seria:

=0,75=75%

A w

b) pelo menos uma menina?
A={F, F, M), (F, M, F), (F, M, M), (F, F, F),(M, F, F), (M, F, M), (M, M, F) }

= n(A)=7

_ 7
P =

7
Portanto, a probabilidade de que tenham pelo menos uma menina é 5 :

Em forma de niumero decimal e porcentagem seria:

7
g =0,875=87,5%

Podemos observar que a probabilidade é um numero entre zero e um,
inclusive, o que significa que no minimo ndo ha nenhuma hipotese do evento
acontecer e no maximo o evento sempre ocorrera:

0<P(A)<1



No lancamento de um dado a probabilidade de obtermos um numero
menor que 6 € sempre possivel de ocorrer, portanto P(A) = 1. A
probabilidade de ocorrer um nimero maior que 6 € impossivel, portanto,
P(A) = 0.

Evento Complementar

Chama-se de evento complementar de um evento A num espac¢o amostral S,
ao evento Btalque B=S - A, aindaque S=A + B.

No langamento de um dado, o evento complementar do evento “numero impar”
€ o evento “numero par”
A={13,5 , B={2 4,6}

Podemos verificarque B=S—-Aou S=A+B

Se A e B séo eventos complementares, entao:

P(A)+P(B)=1 ou P(B)=1-P(A)

Veja alguns exemplos:

1) Uma moeda é langcada 4 vezes. Qual é a probabilidade de obtermos ao
menos uma coroa?

Recorrendo ao principio fundamental da contagem podemos calcular o nimero
de elementos do espago amostral.

Sabemos que em cada lancamento podemos obter cara ou coroa, portanto,
duas possibilidades em cada um dos quatro langcamentos. Entéo:

nS)=2.2.2.2=16

Agora precisamos saber o niumero de elementos do evento B, referente a
guatro lancamentos de uma moeda, quando obtemos ao menos uma coroa.

E facil saber os resultados que ndo apresentam nenhuma coroa, e ele nos
permite descobrir o nUmero dos que possuem ao menos uma.

Apenas o evento { cara, cara, cara, cara }, nao apresentam nenhuma coroa
ou seja, temos 1 resultado. Como o numero total de eventos € 16 e 1 deles ndo
apresenta qualquer coroa, entdo os outros 15 apresentam ao menos uma.

Entao:



15
P(B)= —
(B) 16

15
Portanto, a probabilidade de ocorrer ao menos uma coroa é 1_6

Poderiamos calcular também da seguinte maneira:

Probabilidade de ocorrer nenhuma coroa.

1
P(A) = E

Probabilidade de ocorrer ao menos uma coroa

P(B)=1-P(A)
1
P(B)=1-—
_ 1
PB)=

2) No langamento de um dado qual é a probabilidade de obtermos um namero
par ou um 5?

3
A probabilidade de ocorrer um nimero par é P(A) = g , ja que temos 3

1
possibilidades em 6. A probabilidade de ocorrer um numero 5 € P(B) = g ,ja

gue temos 1 possibilidade em 6.

Quando utilizamos a conjuncdo "OU" (um numero par "OU" um 5), estamos
tratando da unido de probabilidades. Logo, devemos somar as probabilidades
individuais. Ent&o:

4 2
PAUB)=P(A)+PE) = —+ = = == =

o |lw
(o) Y [N



2
Portanto, a probabilidade de obtermos um nimero par ou um 5 é 5 .

Note que no exemplo acima o numero 5 ndo € um numero par. Quando isso
ocorre dizemos que os eventos A e B sdo mutuamente exclusivos, isto €, 0s

eventos ndo possuem elementos em comum (A N B = Q).
Agora observe a situagao:

Num jogo de domindé se pegarmos uma peca qualquer, qual a probabilidade
dela possuir ao menos um 3 ou 4 na sua face?

Como o domind tem 28 pecas, entédo n(S) = 28

Chamemos de A o evento da ocorréncia de um 3, entéo:
A={(0,3),(1,3),(23),(3,3),(4,3),(5,3),(6,3)} => nA)=7
Chamemos de B o evento da ocorréncia de um 4, entéo:

B={(4,0),41),4,2),(4,3),4,4),(4,5),4,6)}) => nB)=7

Veja que o elemento (4, 3) esta contido nos dois eventos, logo ANB =

{(3,4)}. Neste caso, quando calcularmos a probabilidade devemos diminuir da
soma o elemento repetido. Vejamos entdo como fica:

AnB={3,4} = n(AnB)=1
_ dnme Ly L _ L _ 18
P(AUB)=P(A) +P(B)- P(ANB) = 28 28 8 28

13

Portanto, a probabilidade procurada é E .

Veja essa outra situacao:

Em dois lancamentos sucessivos de um dado qual é a probabilidade de
obtermos um 2 e depois um 4?

Observe gue os eventos citados séo independentes, pois o fato de sair um 2 no
primeiro langamento, ndo afeta a possibilidade de sair um 4 no segundo.



Quando estamos numa situacdo de eventos sucessivos e independentes
estamos tratando do produto de probabilidades. Logo, devemos multiplicar as
probabilidades individuais. Entao:

1 1 1
PAeB)=P() . PB) =7 © = = =

1
Portanto, a probabilidade de obtermos um 2 e depois um 4 é 3_6 .

Veja outro exemplo:

Uma urna tem 30 bolas, sendo 10 pretas e 20 vermelhas. Se ocorrer um sorteio
de 2 bolas, uma de cada vez e sem reposi¢éo, qual serd a probabilidade de a
primeira ser preta e a segunda ser vermelha?

Ha 30 bolas, o espaco amostral S = 30
Evento A bolas pretas, n(A) = 10

10

Bola preta na primeira retirada, P(A) = 5

Como foi retirada uma bola e néo foi reposta, 0 segundo espaco amostral é S =
29. Se fosse reposta 0 espag¢o amostral continuaria S = 30.

Evento B bolas vermelhas, n(B) = 20

20
Bola vermelha na segunda retirada P(B) = 5

10 20 _ 20
PAeB)=PMA) . PB) =20« —0 = oo

20
Portanto, a probabilidade procurada é 5 .

Probabilidade Condicional

A probabilidade condicional que denotamos por P(A/B) refere-se a
probabilidade de ocorrer um evento A, sabendo que ocorreu um outro evento



B, ambos do espaco amostral S. E importante observar que ela é calculada
sobre o evento B e ndo em fungéo o espaco amostral S.

Veja o exemplo:

Uma escola de idiomas com 900 alunos, 750 alunos fazem o curso de inglés,
500 fazem o curso de espanhol e 350 cursam ambos 0s cursos. Selecionando-
se ao acaso um estudante do curso de inglés, qual a probabilidade dele
também estar cursando o curso de espanhol?

Chamemos de A o evento que representa o curso de espanhol e B o evento
gue representa o curso de inglés. Entéo:

n(s) =900, n(A) =500, n(B) =750, n(AnB) =350
Note que a probabilidade est4 condiciona ao curso de inglés, ndo a quantidade
total de alunos. Portanto, o nimero de casos possiveis € n(B) = 750. Observe

também que o numero de casos favoraveis é a intersecdo entre os dois
eventos n(AnB) = 350. Portanto a probabilidade condicional P(A/B) sera:

n(ANB) — 350 7

PAB= =B T 750 15

7
Portanto, a probabilidade procurada é 1—5

Veja o0 seguinte exemplo:
Uma moeda é langada trés vezes:
a) Qual a probabilidade de sair cara duas vezes?

b) Qual a probabilidade de sair cara duas vezes, sabendo que o resultado do
primeiro langamento foi cara.

Resolucéao:

a) Qual a probabilidade de sair cara duas vezes?
Denotamos cara por ¢ e coroa por K .

Nesse caso 0 espaco amostral é:

S ={ ccgc, cck, cke, ckk, kce,kek,kke,kkk }, n(S) =8

Chamemos sair cara duas vezes de A. Entdo:



A = {cck, ckc, kec }, n(A) =3

3
Logo, P(A) = g

b) Qual a probabilidade de sair cara duas vezes, sabendo que o resultado do
primeiro langamento foi cara.

Agora, consideramos que, ao langcarmos a moeda trés vezes, o resultado do
primeiro langamento foi cara. Logo, 0 espa¢co amostral passa a ser B:

B = {ccc, cck, cke, ckk}, n(S)=4
Em que (AnB) = { cck, ckc }, n(AnB) = 2.

n(AnB) — 2 _

Portanto, P(A/B) = W 2 — E

EXERCICIOS
1) Uma bola ser& retirada de uma sacola contendo 4 bolas azuis, 5 bolas
verdes e 6 bolas amarelas. Qual a probabilidade desta bola:
a) ser verde?

b) ser azul ou amarela?

2) Trés moedas séo langadas ao mesmo tempo. Qual é a probabilidade de as
trés moedas cairem com a mesma face para cima?

3) Em dois langamentos sucessivos de um mesmo dado, qual a probabilidade
de ocorrer um nimero maior que 3 e o nimero 1.

4) Em uma caixa ha 4 bolas verdes, 5 azuis, 4 vermelhas e 3 brancas. Se
tirarmos sem reposicéo 4 bolas desta caixa, uma a uma, qual a probabilidade
de tirarmos nesta ordem bolas nas cores verde, azul, vermelha e branca?

5) Uma moeda € lancada duas vezes. Calcule a probabilidade de obtermos
cara no segundo langamento.



6) Numa urna existem 15 bolas numeradas de 1 a 15. Retirando uma bola ao
acaso, qual a probabilidade desta bola ser:

a) um multiplo de 57
b) um multiplo de 5, visto que é maior que 77?
c) divisivel por 3 ou divisivel por 4?

d) divisivel por 3 e divisivel por 4?

7) Numa urna ha 30 bolinhas numeradas de 1 a 30. Serdo retiradas dessa urna
duas bolinhas, ao acaso, uma apdés a outra, sem reposicdo. Qual a
probabilidade de sair:

a) um multiplo de 10 na primeira € um namero impar na segunda?
b) um multiplo de 5 na segunda, visto que na primeira saiu um 10.

¢) um multiplo de 5 na segunda, visto que na primeira saiu um 12.

8) Em uma pesquisa realizada entre 3000 consumidores, constatou que 1500
deles trabalham com cartdes de crédito da bandeira MasterCard, 1800
trabalham com cartées de crédito da bandeira VISA e que 300 trabalham com
cartbes de crédito de ambas as bandeiras. Qual a probabilidade de ao
escolhermos deste grupo uma pessoa que utiliza a bandeira VISA, ser também
um dos consumidores que utilizam cartdes de crédito da bandeira MasterCard?

9) ENEM 2012 - Joseé, Paulo e Antbnio estdo jogando dados nao viciados, nos
guais, em cada uma das seis faces, ha um nimero de 1 a 6. Cada um deles
jogara dois dados simultaneamente. José acredita que, apods jogar seus dados,
0s numeros das faces voltadas para cima |lhe dardo uma soma igual a 7. Ja
Paulo acredita que sua soma sera igual a 4 e Antonio acredita que sua soma
sera igual a 8.

Com essa escolha, quem tem a maior probabilidade de acertar sua respectiva
soma é



A) Antbnio, jA que sua soma € a maior de todas as escolhidas.

B) José e Antbnio, jA que h& 6 possibilidades tanto para escolha de José
guanto para a escolha de Antdnio, e ha apenas 4 possibilidades para a escolha
de Paulo.

C) José e Antobnio, ja que ha 3 possibilidades tanto para a escolha de José
guanto para a escolha de Antbnio, e ha apenas 2 possibilidades para a escolha
de Paulo.

D) José, j4 que h& 6 possibilidades para formar sua soma, 5 possibilidades
para formar a soma de Antdnio e apenas 3 possibilidades para formar a soma
de Paulo.

E) Paulo, ja que sua soma é a menor de todas.

10) ENEM 2012 - Em um blog de variedades, musicas, mantras e informacgdes
diversas, foram postados "Contos de Halloween®. Apds a leitura, os visitantes
poderiam opinar, assinalando suas relagdes em: "Divertido®, "Assustador® ou
"Chato®. Ao final de uma semana, o blog registrou que 500 visitantes distintos
acessaram esta postagem.

O grafico a seqguir apresenta o resultado da enquete.

CONTOS DE HALLOWEEN
opinido dos visitantes
DIVERTIDO 52%
ASSUSTADOR 15%
CHATO 12%
MAD OPINARAM 21%
cr'aa 10% 20% W% 0% 5% 60%

O administrador do blog ira sortear um livro entre os visitantes que opinaram na
postagem "Contos de Halloween®.

Sabendo que nenhum visitante votou mais de uma vez, a probabilidade de uma

pessoa escolhida ao acaso entre as que opinaram ter assinalado que o conto
"Contos de Halloween® é "Chato” é mais aproximada por

A)0,09. B)O0,12. C) 0,14. D)0,15.  E)0,18.



Experimentos Binomiais

Para entendermos 0 que vem a ser um experimento binomial, iremos supor o
lancamento de uma moeda n vezes, no intuito de verificar a frequéncia de
ocorréncia de cada face. No caso do lancamento da moeda, temos apenas dois
resultados possiveis: cara ou coroa. Sabemos que cada lancamento sera
independente um do outro, isto é, a probabilidade de ocorre, por exemplo, cara
em um langcamento ndo depende dos resultados dos lancamentos anteriores. A
repeticdo de ensaios independentes é caracteristica desse tipo de experimento,
pois cada ensaio apresenta dois resultados possiveis, indicados por sucesso
ou fracasso. A esse experimento chamamos de experimento binomial.

Entdo, podemos definir que um experimento binomial € um experimento de
probabilidade que deve preencher os seguintes critérios:

- O experimento é repetido por um ndamero fixo de tentativas, onde cada
tentativa e independente uma das outras.

- H& apenas dois resultados passiveis de interesse para cada tentativa. Os
resultados podem ser classificados como sucesso (S) ou fracasso (F).

- A probabilidade de sucesso P(S) é a mesma para cada tentativa.

Férmula para célculo das probabilidades de um experimento binomial

Considere uma experiéncia sendo realizada n vezes, dentro das mesmas
condicbes, de maneira que os resultados de cada experiéncia sejam
independentes. Cada tentativa ocorre, obrigatoriamente, um evento A cuja
probabilidade é p ou o evento A4 (complemento de A) cuja probabilidade é
1 — p. Qual a probabilidade de ocorrer o evento A em K vezes?

Neste caso, num total de n experiéncias, ocorrerd k vezes o evento A,
necessariamente também ocorrera exatamente n — k vezes o evento A . Note
gue k representa o numero de tentativas que resultam em sucesso e n - k que
resultam em fracasso.

Como a probabilidade de ocorrer o evento A é pedoevento A é1-p, a
probabilidade de ocorrer k vezes o0 evento A e n —k vezes o evento A é:



P.P:Peen.pP.{1=-p).(1=p).....{1=p)=p". (1-p)"*
L PN J

v
k fatores (n - k) fatores

Porém, as respostas podem ocorrer de forma aleatéria (em outras ordens).
Entdo, o numero de maneiras de escolher k vezes o evento A entre as n vezes

possiveis €, portanto, o nimero das combinagcées Cn k. Sendo assim, ha Cn
eventos distintos, mas que possuem a mesma probabilidade p* . (1 — p)"* de
ocorrer. Logo, a probabilidade desejada é:

P: Cn,k. pk. (1'P)n_k

Lembrete:
Também podemos representar Cn,k por (2)

Exemplo

Qual é a probabilidade de obtermos 3 vezes o nimero 4 ao langarmos um dado
5 vezes?

Solucgéao
O espaco amostral do langcamento de um dado é:
S={1,2,3,4,56}

Como estamos interessados apenas nos resultados iguais a 4, representamos
tal evento por:

A={4}

Em relacdo ao numero de elementos temos que n(A) = 1 e n(S) = 6, portanto a
probabilidade da ocorréncia de um 4 em um langcamento é:

_ n4
Ton(s)

Bv)
1
o) =



P € a probabilidade de sucesso em um lancamento, a probabilidade de
1 5

fracasso é dada por 1 - p, portanto, 1 — P = g

Vamos calcular o niumero de combinagfes Chnk:
n é o numero total langcamentos, entdo n = 5.

k € 0 nimero de sucessos, logo k = 3.

n!
Sabemos que Cok = m
51
C —_>
> 31(5-3)!

Cs3=10
Agora temos todos os dados para podermos calcular a probabilidade desejada.

Vejamos:
P= Cnk.p<.(L-P)"-K

1\3 /5)\2 1 52 52 250 125
P=10. (- N - 10.—m.— 10.— = =
6 6 63 62 65 7776 3888

Portanto, a probabilidade de obter 3 vezes o nimero 4 em 5 lancamento é
125

3888

Podemos representar a probabilidade na sua forma decimal, bastando
realizarmos a divisdo de 125 por 3888, que resulta em aproximadamente
0,0321 e também na forma de porcentagem, bastando multiplicarmos 0,0321
por 100% que resulta em 3,21%.



Exercicios

1) Jogando uma moeda ndo viciada 10 vezes, qual é a probabilidade de
obtermos exatamente 7 caras?

2) Certo medicamento apresentou eficacia em 90% das vezes que foi
ministrado. Esse medicamento foi aplicado em 8 pacientes. Qual é a
probabilidade desse tratamento ser eficiente para exatamente 6 desses

pacientes?

3) Uma prova objetiva de 10 questdes, cada uma com 4 opcles de respostas

das quais apenas uma é a correta, foi respondida ao acaso. Calcule a
probabilidade de se obter exatamente 6 acertos.
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