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Trigonometria numa circunferéncia

COORDENACAO
SERGIO LOPES RODRIGUES



Trigonometria numa circunferéncia

A Trigonometria (trigono: tridngulo e metria: medidas) é o estudo da
Matematica que relacao os lados e os angulos de um tridngulo.

Segundo fontes histéricas, tais estudos se iniciaram com o0s povos
babilbnicos e egipcios que aplicavam esses conhecimentos no
desenvolvimento da agricultura. Porém, foram os gregos, arabes e indianos
que desenvolveram e aperfeicoaram a trigonometria, através de experiéncias
em que se mediam distancias inacessiveis, como, por exemplo, a distancia
entre o sol e a terra.Em destaque, temos o astrénomo grego Hiparco de Nicéia
(190 a.C — 125 a.C), que introduziu a Trigonometria como uma ciéncia por meio
de estudos relacionando os elementos do triangulo e o autor da primeira tabua
trigonométrica entre 0° e 90° no século Il a.C. Mais tarde, através de Isaac
Newton e Leibniz, a Trigonometria, definitivamente se encaixou na Matematica,
e hoje em outras ciéncias, como Medicina, Engenharia, Fisica (ondulatéria,
oOptica), Quimica, Geografia, Astronomia, Biologia, entre outras.

Circunferéncia é o conjunto de todos os pontos de um plano que estao
localizados a uma mesma distancia r de um ponto fixo denominado o centro da
circunferéncia.

Arcos e angulos

Considere uma circunferéncia de centro O e dois de seus pontos A e
B, distintos. Chame-se arco de circunferéncia cada uma parte em que a
circunferéncia foi dividia por A e B:

- arco E}-\

. arco J’-‘\-B‘



Vejam que A e B dividem a circunferéncia em duas partes, onde cada
uma correspondem a uma arco. Entdo podemos notar que:

a) Partindo de A, temos o arco AB, de extremidades A e B no sentido Anti-
horario.

b) Partindo de B temos o arco BA, de extremidades A e B no sentido horario.

Quando o ponto A coincide com o ponto B, temos um arco nulo ou de uma
volta:

Angulo central

Considere uma circunferéncia de centro O e dois de seus pontos A e B.
Unindo A e B até O, temos o angulo, denominado angulo central de vértice O
cujos lados correspondem ao raio dessa circunferéncia.

Pela figura acima, podemos observar que a medida do arco AB
corresponde ao angulo central AOB de medida B. Logo, med (AOB) =
med(AB).



Exemplo, se med(AB) = 602, entdo med (AOB) = 60°.

Por outro lado, devemos observar que a medida de um arco n&o representa
a medida do seu comprimento. Vejamos:

Os arcos AB , DC e FE possuem a mesma medida B, contudo n&o tém o
mesmo comprimento. Assim, cada arco determina um angulo e cada angulo
determina um arco.

Unidades de medidas de arcos e angulos

As unidades de medida mais utilizadas para determinar a medida de um
arco de circunferéncia sdo o grau e o radiano.

GRAU

Um arco de 1grau ( 12) é definido como a medida do angulo central que
corresponde por um arco igual a 1/360 da circunferéncia que contém o arco.

Dessa forma se dividirmos a circunferéncia em 360 arcos congruentes
(mesma medida), cada arco medird 1°. E por este motivo que toda
circunferéncia (ou arco de uma volta completa) mede 360°.

RADIANO

Um arco de 1 rad (um radiano) é definido como a medida de um angulo
cujo comprimento é igual ao raio da circunferéncia que o contém.



g — P A NB=A——B=r

Exemplo: Se o arco de uma circunferéncia tiver 2 cm de comprimento e
o raio 2 cm, entdo a medira do arco, assim como do angulo central
correspondente medira 1 radiano.

Seguindo o raciocinio anterior, como poderemos determinar a medida do
arco de uma volta completa em radianos?

Solucao:

Da geometria plana, o comprimento de uma circunferéncia ou de arco de
uma volta completa € dado por: C = 2.m.r, onde r = raio da circunferéncia que o
contém. Como o raio corresponde a 1 rad, entdo C = 2. w.1rad = 2mrad, isto é,
uma circunferéncia mede 2mrad.

Assim: 3602 = 2xrrad
Conversoes de medidas

Iremos agora estudar o procedimento para se converter uma medida em
grau para radiano ou vice-versa.

Pelo estudo anterior, sabemos que um arco de uma volta mede 3602 ou 2rrad,
isto €, 3602 = 2rrrad. Agora, se dividirmos ambos os lados por 2, teremos que
1802 = r rad. Da mesma forma, se dividirmos ambos os lados por 2 teremos

que 902 = g rad. Dando continuidade, dividindo ambos os lados por 2 teremos
T

45¢ = Z rad.

Podemos montar uma tabela com estes valores:

Grau 45° 90° 180° 360°

Radiano

n n mtrad 27 rad
4 2




Observacao: Na trigonometria, iremos estudar arcos com medidas maiores
que 1 volta completa ( 360°). Tais estudos se fazem necessario, principalmente
em outras areas, como a Fisica e a Engenharia. Assim, ndo iremos nos limitar
apenas arcos com medidas até 360°. Por exemplo: 5202, 2356°, 98809, etc.
Exercicios resolvidos:

1) Quanto mede em radianos 30°?

Solucao:

Pela regra de trés e utilizando o fato de que 180° = mrad:

grau radiano
309 X
30mrad /(4
1802 mrad — 180°. x = 30%. rrad —» x = —— = —rad

180

2) Quanto mede em radianos 270°7?
Solucao:

Pela regra de trés:

grau radiano
270° X
180° mrrad

1802 x = 270°.1rrad

270mrad 3
x=——— = —rad
180 2



3) Quanto mede em radianos 30027

Solucao:

Pela regra de trés:

grau radiano
300° X
180° Trrad

1809. x = 300¢°. ;rrad

300nrad 5n
X=—"T-—= ? rad

180

3n
4) Quanto mede em graus o arco de 7 rad ?

Solucao:
Pela regra de trés:

grau radiano

3mrrad
R }

X

1802  rrrad

180¢°. = X. 1rrad

540Trrad

= X. 1rrad
4

4xtrrad = 54071Trad

540nrad
X= ————=135¢
4nrad



5
5) Quanto mede em graus o arco de - rad?

Solucao:
Pela regra de trés:

grau radiano

S5nrad
X
- 6
1802  rrrad
S5trrad 900TIrad
1802. p = X.Trrad —> T = X. 1rrad
900nrad
6xmrad = 9007rad — X= — = 150°
6nrad

6) Quanto mede , aproximadamente, em graus , um arco de 1 rad?
Solucao:
Pela regra de trés:

grau radiano

X 1 rad
1802  rrrad

18091 180°
180¢2.1rad = xmrad —» X =

T 3,14



180 | 3,14 ___, 18000° 314

-17898° 57919°29”

1022 =102 . 60°
6120
=-5966"
154" = 154 . 60”
9240”
- 9106”
134”

Logo, x = 572 19°'29”

7) Determinar a medida, em radianos, de um arco com 48cm de comprimento
numa circunferéncia de 6 cm de raio.

48 cm »

Solucao:

Se o comprimento do arco fosse igual ao raio (6 cm ), a sua medida seria 1

rad. Com essa informacgado, podemos aplicar uma regra de trés para obter o
valor procurado.

Medida(rad) comprimento
1 rad 6 cm

X 48 cm

48
6.x =48.1 - x=?=8rad



Pelo resultado encontrado acima, concluir que para determinar a medida
de um arco em radianos, cujo comprimento e o raio sao conhecidos,

T . . i comprimento
basta dividir o comprimento pelo raio, isto é, Med = alo .

8) Observando o exercicio anterior, como poderemos encontrar o comprimento
do arco AB de angulo central 45° e raio 60 cm?

Solucao:

, . . comprimento
Pelo exercicio anterior, sabemos que: Med = ompnme/™@

arco

- , onde a medida do
raio

deve ser em radianos. Assim, basta transformar 45° que corresponde a

medida do
arco em radianos e substituir o valor na relacdo: Med = %

Como 45° = g rad e r=60cm, substituindo, teremos:

g = w = comprimento = 6?Tn = 15 = 15.3,14=47,10cm.

9) Expressar 37°30° em radianos

Solucao:

Lembrando:

12 = 60" ( sessenta minutos) e 1’ (um minuto) = 60”( sessenta segundos).
Devemos transformar 37° 30" em minutos:

37230 =37.60+ 30" =2220"+ 30'= 2250°



Transformando 1802 em minutos:
1802 =180 . 60= 10 800"

Aplicando uma regra de trés:

grau radiano
37°30° X 2250 X
—
180° T rad 10 800 mrad — 10 800x = 2250trad —»

2250 wrad 51
© 10800 @ 24

rad

10) Paulo em sua bicicleta da 12 voltas em torno de uma pista circular de raio
30 metros. Quantos metros Paulo percorrera? (Use: 1T = 3,14.)

Solucao:

Primeiro iremos encontrar o percurso de uma volta completa na pista pela
expressdo: C=2. w.r=2.3,14. 30 = 188,40 metros.

Em seguida, basta multiplicar este valor por 12.
Logo, Paulo percorrera 12 . 188,40 = 2260,80 metros.

11) O ponteiro dos minutos de um relégio mede 15 cm. Determine a distancia
que sua extremidade deve percorrer em 45 minutos?

Solucao:

Desejamos encontrar o comprimento do arco formado pelo ponteiro dos
minutos durante 45 minutos.



Pelo exercicio 8, sabemos que: Comprimento = Medida do arco x raio.

No exercicio em questao, a circunferéncia é dividida em 12 partes de mesma

medida ou 12 arcos de mesma medida. Assim, cada arco medira = 302

Em 45 minutos temos 9 arcos de 309, totalizando um arco de medida: 9 . 302 =
3nt

2702 que em radianos & igual a 5 rad.

O raio corresponde ao ponteiro dos minutos possui 15 cm de comprimento.

3mrad 45T 45, 3,14 141,3
2 2 2 T 2

Logo, o comprimento procurado sera: 15.

=70, 65 cm.

12) Qual é a medida do menor angulo formado entre os ponteiros das horas e
dos minutos de um relégio as 11h20mim?

Solucao:

Sabemos que uma volta completa corresponde a 360°. Como o mostrador do
360°

relégio esta dividido em 12 partes iguais, cada uma dessas partes medira
= 30°, conforme a figura abaixo:

Por outro lado, as 11h20min, o ponteiro dos minutos se encontra precisamente
sobre 0 numero 4 e o das horas entre 11 e 12, pois caso contrario, este estaria
sobre 0 11 e o menor angulo seria 150°. Porém, houve um deslocamento (x )
do ponteiro das horas. Desta forma devemos encontrar de quantos graus foi
esse deslocamento ( x ).

Solucao:

Chamaremos de y o deslocamento entre o ponteiro das horas e o ponteiro dos
minutos. Assim: x + y = 150°. Vejamos na figura:



Pela regra de trés, envolvendo o tempo e o deslocamento, determinaremos, em
quantos graus o ponteiro das horas se deslocou no periodo de 20 minutos:

Tempo (minuto) Deslocamento (grau)
60 30
20 X
600
60x =20 . 30 = 600 — X=E=10°

Como x +y = 1509, substituindo x = 10, teremos y = 140°

Exercicios

1) Expresse em radianos:

a) 50° b)120° c)150°

d) 240° e)1950° f) 67°30°



2) Expresse em graus:

1om oy 117 3
a) 9 )18 C)5
o™ L3 g 10m
)9 e)20 )9

3) Uma pessoa caminha numa pista que possui forma de uma circunferéncia ,

1 )
percorrendo E da mesma. Expresse esse percurso em graus e radianos.

4) Uma arco de 15 cm esta contido numa circunferéncia de raio 3 cm. Quanto
mede esse arco em radianos e o angulo central a ele correspondente?

5) Um arco de 12 cm de comprimento esta contido numa circunferéncia de raio
4 cm. Quanto mede, em graus, o angulo central a ele correspondente?

6) Um carro de corrida deu 65 voltas em torno de uma pista circular de raio 20
metros. Qual a distancia percorrida pelo carro?

7) As rodas de um caminhao tém 90 cm de raio. Como poderemos encontrar o
namero de voltas que as rodas desse caminhdo devera fazer para percorrer
7990 metros?

8) Uma circunferéncia de raio 6 cm possui um arco de angulo central de 120°.
Determine o comprimento desse arco.



9) Os ponteiros dos minutos de um reldégio mede 20 cm. Encontre a distancia
que a sua extremidade percorre durante 45 minutos.

10) Encontre a medida do menor angulo formado pelos ponteiros de um rel6gio
quando sdo 11h 15 min.

Circunferéncia orientada

Uma circunferéncia é dita orientada quando adotamos dois sentidos para as
medidas de seus arcos: Sentido positivo ou anti-horario e sentido negativo

ou horario.
+

E todo arco de uma circunferéncia orientada.

Arco orientado



Arco AB ( + ) = arco de sentido positivo e Arco AB ( - ) = arco de sentido
negativo.

Em cada arco orientado acima, A é a origem e B a extremidade.

Ciclo trigonomeétrico ou circunferéncia trigonométrica

E toda circunferéncia orientada de raio r = 1(unitario), centro O(0,0) na origem
do sistema cartesiano ortogonal em que o sentido positivo é o anti-horario e o
ponto A(1,1) que representa a origem dos arcos trigonométricos.

2Y quadrante

{(-1,0) & e Ya(10) X
- II'

1? quadrante | 4% quadrante

1] (0,-1)

No ciclo trigopnométrico, temos as seguintes observacoes:

a) As retas X e Y sdo os eixos coordenados que dividem a circunferéncia
trigonométrica em quatro regiées, denominadas quadrantes.

b) Cada quadrante divide a circunferéncia em quatro arcos positivos de 90° e
em quarto arcos negativos de - 902, assim indicados:

Positivos : AB = 902, BA" = 902, A'B" = 90° e B'A = 90°

Negativos: AB" = - 902, B'A" =-90%, A'B = - 90° e BA = - 90°



2" gquadrante

1¢ quadrante

¢) O 12 quadrante varia de 0° até 90°, o 2° quadrante de 90° até 1809, o 3°
quadrante de 180° até 270° e 0 4° quadrante de 270° até e 360°.

d) Cada extremidade dos arcos AB = 90%, BA' = 90%, A'B" = 90° e B'A = 90°
corresponde a um par ordenado (X, y), inclusive as extremidades dos arcos

entre 0s arcos em questao.

(-1,0)

2° quadrante

80°
B(0,1)

1? quadrante

180° A’

3° yuadrante

0

4° quadrante

B‘ ': 0: -1 :'
270°



e) Para cada ponto M do ciclo trigonométrico, teremos um arco AM de origem
em A e extremidade em M, onde M corresponde a um par ordenado.

Em graus Em grau e radiano
o= d
o0° o=
B(0,1) B(0,1)
M{x,¥) M{x,¥)
F
2° quadrante arco AM 2° quadrants arco AM
(1,0) 0° (1,0) o= ond
180° A' A(1,0) IT rad = 180° A' u A(1,0)
: 360° =

3” quadrante | 4® quadrante

37 gquadrante |4° quadrante

B'(0,-1)
B(0,-1) 270° = 3[Trad
2

270°

Arcos cOngruos ou congruentes

Definicao 1: Dois arcos sao cOngruos ou congruentes quando possuem a
mesma origem e a mesma extremidade, tendo apenas o numero de voltas
inteiras diferentes.

Para entender melhor esta definicdo, basta analisar cada arco no ciclo
trigonomeétrico.

Notacao: Para indicar que dois arcos sdo céngruos ou congruentes, utilizamos
o da geometria plana o simbolo =.

Exemplos:
a) Os arcos de 302 e 3902 sao congruentes ou congruos?
Solucao:

Primeiramente, notemos que o arco de 3902 € maior que uma volta ( 3609), isto
€, 3902 = 3602 + 302 Assim o arco de 3902 parte do ponto A( origem dos
arcos), percorrer 3602 ( uma volta completa), mais 302 no sentido anti-horario.
Logo, pela definicao 1, os arcos 3902 e 302 sdo cdngruos, pois possuem a
mesma origem e extremidade. Em simbolo temos: 302=390¢



Geometricamente podemos verificar:

390°

Poderiamos também, fazer o seguinte raciocinio:
390° | 360° —* 390°=360° + 30°=360°x 1 + 30°

30° 1— Numero de voltas completas no sentido anti-horario.

\

Pelo fato do resto ser um arco de 309, temos entdo que o arco de 3902
percorre uma volta completa ( 3602 ), mais 309, isto é, a sua extremidade é a
mesma do arco de 302. Logo, 390° e 30° sdo cOngruos ou congruentes.

Resto = arco a ser adicionado ao arco de 3602.

Observacao: Pelo que vimos anteriormente, para determinar o nimero de
voltas completas, basta dividir o arco por 360° e verificar o valor do quociente,
pois 0 mesmo representara tal nimero de voltas completas.

Definicao 2: Dois arcos sdo cdngruos ou congruentes quando a diferenca
entre eles € um multiplo de 3602 ou 2 1Trad.

Exemplo: Vamos verificar se os arcos de 30° e 390° sdo congruos.
Solucao:

Calculando a diferenca 390° - 30° = 360°, temos que o resultado é multiplo de
360°. Logo, os arcos sao codngruos

Vimos pela definicao 2, o resultado foi mais rapido.

Entédo, o aluno podera aplicar a definicdo 1 ou 2, dependendo Ca cobranca de
cada exercicio.



b) Os arcos - 11302 e - 502 sao congruos?
Solucao:
Notemos, primeiramente, que 0s arcos em questdo sdo negativos( sentido

horario ). Em seguida, faremos o mesmo procedimento adotado ao arco de
3909, isto é, dividimos -11302 por 3602, onde teremos o seguinte resultado:

-1130° | 3602 ——» - 11302 = 360° x (- 3) - 50°
- 50° -3 Representa trés voltas no sentido horario.
Resto = - 50° = arco a ser adicionado ao 360° x (- 3).

Como o resto da divisdo coincide com o arco de — 509, entdo — 11302 possui
as mesmas extremidades que — 502. Logo, sdo cdngruos ou congruentes.

Geometricamente temos:

Aplicando a definicao 2:

- 1130° - (- 50% = -1130° + 50° = - 1080% = 360°. (- 3) = multiplo de 360°.
Logo, os arcos sao céngruos.

Poderiamos também subtrais de outra forma: - 50° - ( - 1130%) =-50° + 1130° =
1080° = 360°. 3.



c) - 602 e 3002 sao congruos?

Aplicando a definicao 2, temos: 3002 - ( - 609) = 300° + 60° = 360°. Logo os
arcos sao congruos.

3n 35m _
d) Os arcos 5 & g sao coéngruos?

. e e 35m 3m 35m—-3m 32T
Aplicando a definicao 2 : =5 8- = =4m=2.2TM. Logo, 0s

arcos sao congruos.

14m 19 .
e) Os arcos —3 €5 saoarcos coéngruos?

] L 19t 141 19m—14m 5T 5.180° 900°
Aplicando a definicao 2: z = =

112,5¢

3 3 8 8 8

que nao é multiplo de 360°. Logo, 0s arcos nao sao congruos.

Observe que para facilitar os célculos passamos de radianos para graus.

Podemos concluir que para verificar se dois arcos ( positivos ou
negativos, ou um positivo e outro negativo) sao congruentes, devemos
utilizar o caminho mais facil para se chegar ao resultado esperado.

Expressao geral dos arcos congruos a um arco dado

Considere os seguintes arcos: 552, 415°, 775° e - 305°.
Podemos verificar os seguintes resultados envolvendo-os:
12) Dividindo 4152 por 3602, teremos:
4159 360°
55 1_, 415%=360°x 1+ 55°® — 1 volta positiva completa.

> 55° = resto a ser adicionado ao arco de 360°



Pelos exemplos anteriores, concluimos que: 4152 = 552,

29) Dividindo 775° por 360°, teremos:
7759@
55 2 —» 775%°=2360°x 2 + 55° — 2 voltas positivas completas.
55° = resta a ser adicionado ao arco de ( 360° x 2).

Entdo: 7752 = 55°.

3?) Como - 3052 € inferior a uma volta negativa completa,entdo iremos
representa-lo da seguinte maneira:

- 305° = - 360° + 55° = 360°. (-1) + 55°.
Assim: - 3052 percorre uma volta completa no sentido negativo(horario) e
depois, muda de sentido, percorrendo 55° no sentido positivo, tendo assim as
mesmas extremidades que 552. Logo, — 3052 = 552,
No exemplo anterior, podemos notar geometricamente que — 3052 e 552

partem da origem dos arcos(ponto A) e percorrem sentidos contrarios até
se encontrarem no 12 quadrante. Vejamos:

&y 305°

55"

Reunindo os resultados acima, temos que: - 3052 = 7752 = 4152 = 559, isto
€, 0S arcos sao congruos.

Ainda no exemplo acima, notemos que todos os arcos possuem 552 em sua
estrutura . Logo, podemos escrevé-los de maneira Unica, todos os arcos
através de uma expressdo matematica em funcdo do arco de 552, que
denominamos expressao geral dos arcos céngruos a um arco conhecido a
ser definida:



Considere o arco X, em graus, onde 02 < X, < 3602 Podemos expressar todos
os arcos céngruos a X, através da expressao X = X, + 3602 k, k € Z chamada
expressao geral dos arcos congruos a X,, onde k representa o nimero de
voltas e X, a 12 determinacao positiva ou a 12 volta positiva.

Caso a medida do arco seja dada em radianos, representamos a expressao
geral por: X=X, + 2. k, k € Z.

Exemplos:

a) Como podemos determinar todos os arcos congruos a 55° pela expressao X
- Xo + 2 71'. K-?

Solucao:

Trocando X, por 552 na expressao X = 552 + 3602. K e k por numeros
naturais convenientes:

K=0 —>X=55%+360% 0 = 552 + 0 = 552 ( 12 determinacao positiva ou 12
volta positiva ou 12 determinacao principal).

K=1—>> X=55%+360°.1=55°+ 360° = 4152 ( 22 determinacao positiva
ou 22 volta positiva ).

K=2—> X =55+ 3602 2 = 552 + 7202 = 7752 ( 32 determinacao positiva
ou 32 volta positiva ).

K=-1— X =55° + 360% (-1) = 552 - 3602 = 552 - 3602 = - 3052 (12
determinacao negativa ou 12 volta negativa ).

Notemos que a soma da 12 determinagdo positiva com o moédulo da 12
determinacao negativa é igual a 3609, isto €, 552 + |—305° = 552 + 3052 =
3602. Entdo, para encontrar a 12 determinacao negativa a partir da 12
determinacao positiva, basta subtrair 360° da 12 determinacéao positiva, isto &,
552 - 3602 = - 3052.

b) Vamos encontrar a 12 determinacao positiva e escrever a expressao geral
dos arcos coéngruos a 1960°

Solucao:

Como o arco de 1960° € maior que 360° devemos dividi-lo por 360° para
determinar o numero de voltas completas e o acréscimo para completar 1960°.



1960° | 360°

160° 5

Assim, 1960° = 360° . 3 + 160° ou seja, o arco de 1960° tem trés voltas
completas mais 160°. Desconsiderando as voltas completas, temos que 1602 é
a 12 determinagéo positiva.

A expressao geral dos arcos congruos a 1960° é: X = 1602 + 3602K, k € Z.

¢) Encontrar a 12 determinacao positiva e escrever a expressao geral dos
arcos céngruos a - 27402

Solucao:

Dividindo - 2740° por 360°, iremos determinar o numero de voltas completas e
0 acréscimo para completar - 2720°

- 2740° | 360°

-220° -7

Assim, - 2740° = 360° x (- 7) - 220°, onde - 220° é a 12 determinacdo negativa.
Para calcular a 12 determinagéo positiva, basta somar 360° a - 2209, isto &,
-220° + 360° = 140¢°.

A expressao geral dos arcos céngruos a — 2740° é: X = 1402 + 360%K, k € Z.

d) Encontrar a 12 determinagao positiva e escrever a expressao geral dos

15~

arcos Céngruos a T

15t 15.180° 2700°
4 4 4

15
Passando e para radianos, temos = 675°.

Como 675° € maior que 3602, devemos dividir 675° por 360°:

675° | 360°



157
3152 1—> 315%¢é a 12 determinacao positiva de e

Finalmente passando 315° para radianos, 3152 = e

7T
A expressao geral sera: x = T +2m. Kk, k€ Z.

Exercicios

1) Uma pessoa percorre um arco de 1990°, partindo do ponto A(origem dos
arcos).Pergunta-se:

a) Quantas voltas completas essa pessoa percorre?
b) Qual é a 12 volta positiva para esse percurso?
c) Qual é a 12 volta negativa?

d) Qual é a expressao geral dos arcos congruos ao arco de 199027

2) Encontre o quadrante de localizagdo da extremidade de cada arco € o
namero de voltas completas e a 12 determinacéao positiva de cada arco:

a) — 16402 b) 2640°
781 g 351
- 3

3) Verifique se os seguintes arcos sao cOngruos:

14t 181
a) 1590° e - 930° b) T e T c) 2680° e 1960°

4) Considere a expressao geral dos arcos céngruos ao arco de 40°. Determine:
a) 22 determinacao positiva;

b) 32 determinacao negativa.



5) Considere o arco de 50°. Determine todas as medidas x dos arcos cOngruos
ao arco de 50° que estao nos intervalos:

a) 02 < x<1080° b) -7202 < x < 0°

6) Um carro percorreu ? de volta numa pista circular. Determine:

a) O angulo que representa toda a trajetéria percorrida pelo carro;

b) Em graus a menor volta positiva € a menor negativa nesse trajeto.

Seno e cosseno

Considere uma circunferéncia trigopnométrica e um arco AB de medida a, tal
que 0° < a < 909, na qual a extremidade B é um ponto de coordenadas Xg € Yg

=
ﬂ?( e

Observando o tridangulo retangulo AOPB, retédngulo em P, temos as seguintes
relagdes trigonométricas:



cnsﬂ=$=ﬂp

Onde que BP e OP sio, respectivamente, a ordenada e abscissa do ponto B,
isto é, BP = Yg e OP = Xg. Assim, 0 seno de a e 0 cosseno de a sao,
respectivamente, a ordenada e a abscissa de B. Logo, o ponto B sera
representado da seguinte forma: B (cos a, sen a). Assim, verificamos que o
eixo dos Y € o eixo dos senos e o eixo dos X o do cosseno.

Na figura abaixo temos tal situacao:
- Y

sen q=Y, = Ordenada de B

cosd=X, = Abscissade B

Vejamos uma aplicacao relacionando aos arcos de 02, 902, 1809, 270° e 360°.

2° quadrante

(10} & — ——{a{1,0) X
-1 0

3° quadrante |4° quadrante

118(0,-1)

Para o arco de 0° temos associado o par ordenado ( 1,0 ), onde sen 0° =0 e
cos 02 =1.



Para o arco de 90° temos associado o par ordenado ( 0, 1 ), onde seno 90° = 1
e cosseno 90° = 0.

Para o arco de 180° temos associado o par ordenado ( -1, 0 ), onde seno 180°
=0 e cosseno 180° = -1.

Para o arco de 90° temos associado o par ordenado ( 0, 1 ), onde seno 90° =
e cosseno 90° = 0.

Vejamos numa tabela:

a 0¢ 90° 180¢ 2709 3609
Tt
a Orad | I .4 mrad | 3W rad 2mrad
2 2
seh d 0 1 0 -1 0
cos d 1 0 -1 0 1

A partir dos resultados acima,podemos concluir que o seno e 0 cosseno variam
de -1 a 1. Assim, podemos dizer que: -1<sena<1 e -1scosas1

Sinais do seno e do cosseno

Para determinar os sinais do seno e do cosseno para um arco de medida a e
extremidade B, basta verificar em que quadrante se localiza a extremidade B
do arco de medida a.

Vejamos para o caso do seno a:

1% quadrante 2* quadrante

AY
;,..
[
\f’

senc—>0

SEn
Sen &

sene>0



3° quadrante 4* quadrante

sena<<0

2* quadrante

cosae >0 cos cosa<0

4*quadrante

cose <0 cosa>0

Reunindo num unico ciclo trigopnomérrtico temos:

Y

/-—'I-\

2° quadrante (. +) (+,+) 1° quadrante
(cosa,sena) | (cosa,sena)

+———

3°quadrante {. .) {(+,-) 4° qadrante
{cos d,sen a) {cos a,sen a)

~1




Pela figura acima, podemos observar que:
12 quadrante: sena>0 e cosa>0
22 quadrante: sena>0 e cosa<0
32 quadrante: sena<0 e cosa<0
42 quadrante: sena<0 e cosa>0
Exemplos:

a) Calcular sen 450°

Solucao:

Como 450° é maior que 3602, vamos dividir 450° por 360° e encontrar o resto e
verificar que quadrante pertence.

450° | 360°

90¢ 1 —» 4502=90¢° sen 4502 = sen 902 =

—

Portanto, sen450 é igual a 1

Tt 3
b) Ache o valor de 2 sen E -3 sen 7

Solucao:
Substituindo pelos valores notaveis e da tabela anterior, temos:

T 3T 3 2.
5:609e7=2709—> 2.7—3.(1)——‘/5-3 V3 -3

c) Ache o valor de sen (- 900°)
Solucao:
Dividindo - 900° por 360° e adicionar 360° ao resto para calcular o seno em
funcéo da 1 2 determinacao:
-900% | 360° —> - 180° = 12 determinagdo negativa.
- 180° 2
Adicionando 360° teremos a 12 determinacgao positiva:

- 180° + 360° = 180°.
Entdo, -900°=180° ———»  sen (- 900% =sen 180° = 0.



Reducao de arcos ao 12 quadrante

A reducdo de arcos ao 19 quadrante € o procedimento utilizado para
determinar o seno e 0 cosseno de arcos maiores que 90° através do seno e do
cosseno dos arcos de 02 a 90°. Vejamos:

a) Reducao de arcos do 2?2 quadrante ao 12 quadrante:

Considere o primeiro exemplo: Seja um arco AB de 120%, como podemos
determinar o sen 120° e 0 cos120° em funcao dos arcos de 0° a 90°? Para isso,
vamos seguir 0s passos abaixo:

12) Tragcamos o arco AB de 1202 no ciclo trigopnométrico.

W<

VAR
"L/

29) Aplicamos a simetria do ponto B em relacdo ao eixo 0X(eixo dos senos),
interceptando-o em C, onde teremos o ponto B’ simétrico de B do 12 quadrante.

- 1 o .

B c 4
180° A Q0
al\'Jaw
D" | 270"

392) Unimos os pontos B e B’ ao ponto O(origem), formando assim dois arcos :
BA’ e AB’. Por outro lado, como A e A’ sdo simétricos em relagédo ao eixo (0X)
e também B e B’, concluimos que os arcos BA’ e AB’ sdo congruentes.

42) Agora, para determinar a medida dos arcos BA’ e AB’, faremos o0 seguinte
raciocinio: Med(BA’) = Med(AA’) — Med(AB) = 180° - 120° = 60°. Entéo, BA’ =

W<




60° e consequentemente AB’= 60°. Dessa forma, B corresponde a medida de
120° e o0 seu ponto simétrico B’ a medida de 60°, ou seja, para determinar o
simétrico da extremidade de um arco do 2° quadrante no 1° quadrante, basta
subtrair de 180° o angulo correspondente a extremidade do arco do 2°
quadrante, isto €, 1802 - 120° = 60°.

AY

59) Finalmente, temos que a ordenada de B (OC) que corresponde a sen 120° é
a mesma de B’ que corresponde a sen 60° e a abscissa de B(-OF) é oposta a

_ 3 1
de B’(OF), isto é, sen 120° = sen 60° = 7 e cos 120° = - cos 60° = - E

)= {ordenada de B' = sen 60°),

W

60"
3
ocC s{ordenada de B = sen 120°

xr ’

I

"OF =-OF = abscissas opostas,

cos 120° = - cos (1807 - 120°)= - cos 605,

Um segundo exemplo seria: sen 150° = ? e cos 150°=7
Solugao: Como 150° esta no segundo quadrante, basta subtrai-lo de 1809,
onde obteremos 30° como o arco simétrico ao arco de 150°. Assim:

1
sen 1502 = sen (180° - 150°) = sen 30° = E e cos 150° = - cos 30° = - 7

V3

De modo geral para determinar o seno e o cosseno de qualquer arco (a)
do 2?2 quadrante, basta aplicar a relacao:

sen a =sen (180° - a)

cos a =-cos (180° - a)



b) Reducao de arcos do 32 quadrante ao 12 quadrante:

Considere o arco de 210°. Vamos determinar sen120? e cos120° pelo mesmo
processo aplicado aos exemplos anteriores, seguindo 0s seguintes passos:

12) Tragcamos o arco AB de 2102 no ciclo trigopnométrico;

AY

a0°
D

) X
180° 360° ’

1

Ek-—

Notemos que a medida do arco A'B € dada por: Med(AB) — Med(AA’) = 2102 -
1802 = 30°. Dessa forma, o angulo central(A’OB) correspondente ao arco A'B
mede 30°.

29) Aplicando a simetria do ponto B em relacdo ao centro do ciclo
trigonométrico, obtemos o ponto B’ do 1?2 quadrante, simétrico de B;




39) Notemos que apés a determinagdo de B’, temos o angulo AOB’ que é
oposto pelo vértice de A’OB. Logo,as suas medidas iguais, assim como 0s
arcos que lhes correspondem. Assim, teremos:

AOB = AOB = 30° = AB’ = A'B = 30°.

o

49) Assim, verificamos entdo que o ponto B corresponde a medida de 210°
possui 0 ponto simétrico B’ do 1° quadrante correspondente a medida de 30°,
ou seja, para determinar o ponto simétrico da extremidade de um arco do 3°
quadrante no 1? quadrante, basta subtrair 180° do valor dado( 210°9), isto € 210°
- 180° = 30°.

52) Agora, tragamos a ordenada de B ( OC ) que corresponde a sen 2102 e a

ordenada de B’(0C’) que corresponde a sen 30°. Porém, os arcos AB’ e A'B
sdo opostos. Logo, as ordenadas de B e B’ sdo opostas, isto é, sen 210° = -

1
sen30 =- —.
2



692) Seguindo 0 mesmo raciocinio para as abscissas de B e B’, temos que os

seus valores também sao opostos. Logo, cos 2102 = - cos 302 = - —.

2
denada de B'= oC*
ordenada de B'= ¢ 90°
_ i}
abscissade B = OF
CH _| Hl
oy X
Ay F 0 30° A
80 - n* F 360
ki _
i abscissa de B'= OF
2100 B
ordenada de B=0C
nl
27

De modo geral para determinar o seno e o cosseno de qualquer arco (a)
do 32 quadrante, em funcao dos arcos do 12 quadrante, basta aplicar a
relacao:

sen a = - sen (a — 1802) cos o = - cos(a — 1809)



c) Reducao de arcos do 42 quadrante ao 12 quadrante:

12) Considere o arco de 315% Vamos determinar sen 315% e cos 315° pelo
mesmo processo aplicado aos exemplos anteriores, seguindo os seguintes
passos:

uﬂ
X
360° '

29) Aplicando a simetria do ponto B em relagéo ao eixo(0X),obtemos o ponto B’
do 1¢ quadrante, simétrico de B, onde que em seguida, ao unirmos o centro 0

aos pontos B e B’, teremos assim dois arcos simétricos: AB’ e BA.




39) O arco BA é determinada por: 360° - 3152 = 45°. Todavia, BA é simétrico ao
arco AB’. Logo, AB’ mede 45°.

42) Em seguida, podemos observar pela figura acima que as abscissas de B e
B’ sdo iguais (0F).Logo os seus cossenos também séao iguais: cos 315° = cos
V2

450 = — .
2

ordenada de B = oedrnada de B' = OF
B3150

592) Tracando as ordenadas de B e B’, notemos que as mesma sao opostas:

V2

sen 3159=-sen459=-?.



ordenada de B' -
l
180° \

=

[ i
-
=

gl=

=

-
kg

ordenada de B "

De modo geral para determinar o seno e o cosseno de qualquer arco (o)
do 42 quadrante, em funcao dos arcos do 12 quadrante, basta aplicar a
relacao:

sena=-sen (360°—a) cos a = cos(360°-a)



Veja as tabelas e a representacao geométrica dos principais

valores de seno e cosseno.

Tabela 1
;<(grau 30° | 150 |210° | 330 x(grau | 60° | 1202 | 240° | 300
0 o]
b 5m 7T 11m ) T 21 AT 51T
x(rad) | 6 6 | 6 x(ad) | 3 | 3 | 3 | 3
1 1 1 1 V3| V3 | V3] 3
sen x 2 2 2| 2 senx 12| 2 | 2| 2
1 1 1 1
V3 V3 V3| V3 s | -5 -5 3
- — | = | == COS X 2 2 2 2
Ccos X > > > >
Representacao geométrica
90°=L rd
120°=2% g :
-3

60°= _E. rd

o ST
150°=-3

180°=nrd

_ 300°= %IF rd
270°=3xrd
2




Tabela 2

X (grau) 452 | 1352 | 225°% | 315°
i 3 5n 71
x (radianos) | 4 4 | 4 | 4
V2 | V2 V2 2
V2 V2 | V2| V2
Representacao geométrica
L
80° = 5 rd
135°= 3% g x
.................... 4 rd
180°= n rd 0°=0rd
P o 7n
225 =T“ rd 315°= 7 rd

o- 31
270°= 5 rd



1. Calcule, reduzindo ao 12 quadrante:

a) sen 120°

c) cos 135°

e) sen 135°

g) sen 225°

l) sen 225°

31
n) sen —
4

p) cos 315°

r) sen —

h) cos 225°

j) cos 240°

41T

m) sen —
3

0) sen 330°

q) cos 300°

11Tt
S) cos —
6

2) Sabendo que sen24° = 0,4 e cos24° = 0,9, determine:



a) cos 156°

b) tg 336°

C) sen 17
15

5, Determine o valor de x nas equacoes abaixo, sendo 0 < x < 2m:

a) CosX = J3 b) cosx = - NE)
2 2
c) sena =2 d) senx = 1
2
€) COSX=- £ f)) 2senx = /3
2
X
g)sen§=1 h) 2sen x = -1

X
i) cos2x = - /3 )i sen5=1

2

Funcao seno e cosseno

Funcao seno

E a fungdo que associa cada nimero real x de um arco o valor do seno de x.
Indicamos por: f(x) =sen x ou y=senXx.



Assim, para cada numero real x, temos o par ordenado ( a , b ), onde a
ordenada b esta associada ao seno de x.

Em diagrama, temos:

IR fix) = senx IR

Vejamos agora, como podemos esbocar o grafico da funcdo seno no plano
cartesiano, através das medidas dos arcos trigopnométricos.

Grafico da funcao seno

Para construir o grafico das fungcdées seno, utilizaremos uma tabela com os
valores de x da 12 volta positiva, isto é, no intervalo 02 < x <3602 ou 0 < x < 2Tt.

X (grau) 09 302 | 452 | 60° 902 | 1202 | 1352 | 150°2 | 180°

i T T T 21 3m 51 oL
X (radianos) | 0 6 4 3 2 | 3 | 4 6

T V2|3 Vi | vz | 1
sen x 0 2 2 5 1 5 2 2 0
X (grau) 2102 | 2252 |240° |270°|300° |315%2 |330% |360¢°
X (radianos) 71 51 4m 3 51 7T 11m 21

6 4 3 2 3 4 6
sen x 1 VZ | V3 V3| V2| _1
2 | "2 | T2 | T | | 20




Agora, construiremos o grafico do sen x utilizando apenas os valores em
radianos:

y = sen X
+Y
LN
'8 :
______ ——m e = -
2 1 1 0
) 1 1
1 ! ! 1 |
1 1
1 1 1 ! 1
Al DEE EEEEE SRR S
\ 1 1 1 ' 1 1
A I A I sno4m an sn 7 un
L o ! o 6§ 4 3 2 3 4 6 om
ol T T T T Zr am &m T\ 1 . . ; 1 7 X
6§ 4 3 2 3 4 6 oy ' oo
; 1 : 1 1 1 1 !
e e e R N LLL TErrE ¢
| |
-E __________________________ C 1
2
I
2
_1 _____________________________

Também podemos representar o grafico da funcdo sen x para os demais
valores reais, maiores que 21 € menores que zero.Vejamos:

=]
tefp = ———

EmErrmEE s TR e mE Y SEEE T T

De posse do grafico acima, podemos destacar:
a) O dominio é o conjunto dos nimeros reais e a imagem é o intervalo [-1 ,1].

b) O grafico pode ser estendido para valores de x menores que zero € maiores
que 2. Dessa maneira tal grafico denomina-se senoide;

¢) Quando x percorre os intervalos [ 0, 2 ], [2m, 41 ], [- 2™, O], [- 4™r,- 21T ],...,
podemos observar que os valores da funcédo se repete periodicamente. E tal
repeticdo ocorre em um intervalo de 21 em 2. Logo, dizemos que a fungéo
seno é perioddica de periodo 21r. Vejamos no grafico abaixo:



PRTIE —.

Funcao cosseno

E a funcdo que associa a cada nimero real x de um angulo ou arco o valor de
cosseno de x. Indicamos por: f(X) = cos X ouy = coS X .

A v

M=(a,h)

Assim, para cada numero real x, temos o par ordenado ( a , b ), onde a
abscissa a esta associada ao cosseno de x.
Em diagrama, temos:

IR fix)=CcOS X IR

No ciclo trigonométrico, temos:
Assim, para cada x real, temos o correspondente b, que € a abscissa do ponto
M, extremidade do arco de x graus ou x radianos.



Grafico da funcao cosseno

Utilizando o mesmo raciocinio para o grafico da funcédo seno, iremos utilizar a
seguinte tabela com os valores de x da 12 volta positiva, isto €, 02 < x < 3602 ou
0 <x<2m.

X (grau) 0° 45° | 60° 90° 120° | 1352 | 1502 | 180¢°
30°
T T T T 2T 3m 5t T
X (radianos) |0 | 6 4 3 2 3 | 2" &
Cos X 11 V3 | V2 1 0 1 V2 V3 | -1
2 |2 | 2 2 | 2| 2
X (grau) 2102 | 225° | 2402 | 270° | 300° | 3152 | 330° |360°
X (radianos) 7_11 5m 41 3_11 5T 7_11 11_1'[ 21T
6 4 3 2 3 4 6
COS X V3 | vz| _1 11 vz | v3 |1
2 |7 0 2 | 72 1 7

Agora, construiremos o grafico do cos x utilizando apenas os valores em
radianos:

Yy =CO0S X

+Y

M= MISI Mlﬁl N

Da mesma forma que o seno, também podemos representar o grafico da
funcdo cosseno para os demais valores reais, maiores que 21 € menores que
zero.Vejamos:



B
T-=—========Sfrm e — e m ==

rar=t

R |

De posse do grafico acima, podemos destacar:
a) O dominio é o conjunto dos nimeros reais € a imagem é o intervalo [-1 ,1].

b) O grafico pode ser estendido para valores de x menores que zero € maiores
que 2. Dessa maneira tal grafico denomina-se cossenoide;

¢) Quando x percorre os intervalos [0, 2w ], [ 2m, 4w ], [- 2m, 0 ], [- 4 mr,- 21T
],---, podemos observar que os valores da funcao se repete periodicamente. E
tal repeticdo ocorre em um intervalo de 21 em 21r. Logo, dizemos que a fungao
seno é perioddica de periodo 21r. Vejamos no grafico abaixo:

'
EN

R
e

2m 27

Observacao: No estudo da corrente alternada, em eletricidade, temos 0 uso
das fungdes trigopnométricas, para descrever a tenséao e a corrente alternada. ;
que sao representadas por sendides ou cossenoides.

Exemplo: Um alternador produz corrente elétrica cujos valores instantaneos
obedecem a uma forma senoidal de onda determinada pelas equagdes:



Corrente: i = Inax sen(wt + @)

Tensao: v = Vasen(wt + @)

w = Freqliéncia angular = 2mf.
f = Frequéncia.

t = Tempo.

¢ = Angulo de fase.

O angulo de fase, no fornece o que chamamos de: Diferenca de fase ou
defasagem, que representa a diferenca entre duas sendides ou ondas
senoidais de mesmo periodo, durante o tempo em que elas cruzam o eixo

horizontal(0x). Na pratica, tal defasagem é determinada por um aparelho
denominado osciloscépio.

Vejamos, por exemplo a defasagem abaixo:

Exemplos:

Considere os graficosdey =senx e y=sen (X -

N A

= .1
y=senx y=sen(x 2)

defasagem defasagem

n
A defasagem entre as fungdes é de E

Exercicios Resolvidos

Construa o grafico, dé o dominio, a imagem e o periodo da fungéo y = 3.senx

Solucao:



Para construir o gréafico da funcao y = 3.senx, podemos construir uma tabela
em quatro etapas:

- atribuimos valores convenientes para x. Para facilitar atribuimos a x os

valores
T 3Tt

0, > T, - 2Tt.

- associamos a x o0s correspondentes valores de senx;
- Achamos y multiplicando senx por 3

- finalmente, escrevemos os pares ordenados.

YJL
X senx y= x,y)
3senx 3
0 0 0 0, 0)
T 1 3 r
; z3) 1
T 0 0 (1, 0) *
-1
3w -1 3 <3n )
2 2’ -3
2T 0 0 (2m, 0)

Dominio = R
Imagem =[ -3, 3]
Periodo = 27T

X
Construa o gréafico, dé o dominio, a imagem e o periodo da fungédo y = cos >

Solucao:

. Ve . x
- atribuimos valores convenientes para E’

. x " Ve
- igualamos > com os valores atribuidos, obtendo x;

. X X
- associamos a E 0s correspondentes valores de cos E e achamosyy;



- finalmente, escrevemos os pares ordenados.

X X y = cos x,y)
2 d

2
0 0 1 O, 1)
n T 0 (,0)
2
T 21 -1 (2m, -1)
3n 3m 0 (3m, 0)
2
21 A 1 (4, 0)




Exercicios

1) Construa o grafico, dé o dominio, a imagem e o periodo das seguintes
funcgdes:

a) y=2cosx

cosx | y=2cosx | (X,y)

o

NS

b) y = sen2x

2X X = (x,y)
sen2x

NI




c)y =1+ cosx

X cosx |y= (X, y)
+Cosx

cos = = 5cos (x,y)

e Ra
B R<

o

SN ST

2) O perfil da telha ondulada, representada na figura abaixo, pode ser descrito
X
pela funcéo f(x) = 4 cos 3 em que os valores absolutos de x e f(x) indicam

medidas em centimetro. Calcule as medidas h e d, indicadas na figura, sendo
que A e B sao cristas de ondas.




3) O gréfico abaixo representa a funcao y = t. cos mx .Os valores de t e m séao
respectivamente:

a)3ef b)3e-3 c)1e3 d)3e2 e)le2

4) O custo de x dezenas de certo produto € dado pela funcéo

T
C(x) = 3—sen ( 3 X ) em milhares de reais. Qual é o valor do custo minimo
desses produtos? Quantas dezenas podem ser fabricadas por esse custo?

Tangente

Eixo das tangentes

Considere a reta r tangente ao ciclo trigopnométrico no ponto A(1,0).Com o
auxilio desta reta, seremos capazes de determinar a tangente dos arcos de um
namero real x no ciclo trigopnométrico. Assim, a reta r € definida como eixo das
tangentes, onde A é a sua origem.



P

Eixo das tangentes

=

-1

Por exemplo, vamos determinar as tangentes dos arcos: AB = 302 e AC = 50°.
Tracando cada arco no ciclo trigopnométrico, temos:

Eixo das tangentes Eixo das tangentes
. ar

Y

<

i
1 /500 4

‘
- -1

Notemos que ao prologarmos os seguimentos 0B e 0C, relativos aos arcos de
302 e 509, respectivamentes, iremos interceptar o eixo das tangentes nos
pontos que definiremos por F e F’. Assim, teremos os seguimentos AF e AF’
sobre o eixo das tangentes, que correspondem aos valores de tg 302 e tg 509,

respectivamente, isto é, AF =tg 302 e AF’ =tg 50°.




Figura 1 Figura 2

Eixo das tangentes Eixo das tangentes
o &l
JLY “Y
! 1 FFoooT
C
AF'
— 50°
A -1 )50° 1§
0 0 2 O

-1 1

A afirmacdo de que: AF = tg 302 e AF = tg 502 se da pelo fato de que em
cada figura, temos um tridngulo retangulo onde os segmentos AF e AF' ,
correspondem ao cateto oposto dos angulos de 302 e 502. Vejamos:

Fl

n° : a0

0 1 A 0 1 A

cateto oposto ao dngulo de 8

Lembrete: tg B =
gp cateto adjacente ao angulo de 3

Como o cateto adjacente de cada triangulo é unitario ( raio do ciclo
trigonométrico = 1), temos:

Dessa forma podemos definir que a tangente de um arco B € a medida
algébrica do segmento AF, isto é, tg B = AF . Além disso, podemos observar
que o ponto A é a origem do eixo das tangentes.



Eixo das tangentes

Por outro lado, sem sempre iremos nos prender a representacao grafica de
todos os arcos para o célculo da tangente.

Outros exemplos:

a) Vamos determinar tg 02 = ?

Solucao:

Seja AB = 0°. Podemos observar que a extremidade B do arco de 02 coincide

com o ponto A ( origem do eixo das tangentes). Entao, o segmento AF = 0.
Logo, tg 02 = 0.

Eixo das tangentes
- I

(1
b) tg 90° = tgz =?

Geometricamente, verificamos a impossibilidade para se determinar a tg
90°, pois o prolongamento do segmento OB é paralelo ao eixo das
tangentes Assim, nao existe o segmento AF que corresponde a tg 90°.



Eixo das tangentes
4

-1
sen

Observacao: Pelos estudos de trigonometria, sabemos que tg B =

cosp
Assim, podemos determinar a tangente dos arcos sem a representacao
grafica, bastando apenas o conhecimento do seno e cosseno do arco em

sen0° 0
estudo. Assim, poderiamos determinar tg 02 = 0s0° ° I = 0°e tg 902 =
sen90° 1 B _ o o .
c0s90° -0 - ? Como nao existe divisao por zero, entao nao existe tg 90°.

(L
c)tg459=tgz=?

V2
Solucio: ta 450 < S5 _ Z _
olugdo: tg 45°=—— - =75 =
2
; i 23 _ 243
m sen30° 3 1 _ 2 2 2.3 2vV3 243
d)tg30°=tg—=—=L=—X—= = = =
6 c0s30° V3 27 V37T 237 2v3.43 ° 2497 23
2
_2v3 _ V3
-~ 6 3
tg 2700 = tg 28 = BT _ 1 56 existe divisa L
e) tg =195 = o oo0s = o - Mao existe diviséo por zero. Logo,
tg 270° nao existe.
sen180° 0
f)tg 1802 =tg Tt = = =0

cos 180° -1

Pelos ultimos exemplos acima, tg x ndo existe para os valores de x iguais a

3
90°(%) e 2704 f ). Desse modo, nao definiremos tg x para x =g +Kk. TU



Grafico da funcao tangente

Utilizando o mesmo raciocinio para o grafico da funcdo seno e cosseno,
também iremos utilizar a tabela com os valores de x da 12 volta positiva, isto &,
02<x=<36020u0 <x=<2T.

X (grau) 02]45° [90° [135° |180° |225° [270° |315° |360°

0 T ol 3m T 5n 3m 7m 2T
x (radianos) 4 2 4 4 | 2 | 4
tg x 0 1 ﬂ -1 0 1 ﬂ -1 0
X (grau) ~45° [-90° [-1352 [ -180° [ -225°
X (radianos) | _ T _m 3t | —1 51

4 2 | 4 4

tg x -1 ﬂ 1 0 -1

b e - e e — e —, e, —-——————




Exercicios:

1) Determine o valor de:

a) tg 60°

d) tg 135°

g) tg225°

r sen —
3

i) tg 330°

c) tg 225°

fytg —

11T
S) cOs —
6



Resumo Relac6es Fundamentais

BP
Do triangulo OBP, temos sen a = E mas como OB = R = 1, temos que:

sen a = BP.

opP
CoS O = O_B mas OB = R = 1; portanto cos a = OP

Como OBP é retangulo, vale o Teorema de Pitagoras. Portanto, temos:

OB? = BP2 + OP2, ou seja:
sena +cos‘a =1

BP .
Temos também, tg a = 5, ou seja:

sen a

tg a-=
9 COS o

Algumas relagdes ndao sdo muito usuais, mais € bom ter o conhecimento. Veja
a sequir:



Secante

Definimos secante de um angulo (sec a) como o inverso do cosseno, ou seja:

1
seca-=
COS O
Grafico
& 1 |
. R '
AN P 1 i 3T
! N K AT
sec a :m:
Cossecante

Definimos cossecante de um angulo (cossec a ) como o inverso do seno, ou
seja:

1
cossecC d =
Sen a
NP
T F 3
cossec d | g ¥
B U: |
‘" 1--= 1T I
Q/ T :_m : |



Cotangente

Definimos cotangente de um angulo (cotg a) como o inverso da tangente, ou
seja:

1

cotg a - " , OU seja:

Grafico

!jﬁ
Relacoes decorrentes

12) Dividindo a relacdo sen a2 + cos a 2 = 1 por cos®a , temos:

sen?a  cos?a 1

+

t

cos?a  cos?a cos?a

tg?a +1= sec’a

22 ) Dividindo a relagdo sen a 2 + cos a 2 = 1 por sena , temos:

sen?a  cos?a 1

+ =
sen?a sen?a

sen?a

1+ cotg®a = cossec® a
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