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22 etapa

Funcéo Logaritmica
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SERGIO LOPES RODRIGUES



Funcdes Logaritmicas

Considere a seguinte situacao pratica:

Numa operacéo bancaria, o montante é dado por M=C(1+i)* em que C é o
capital, i € ataxa de juros et é o periodo de aplicacao.

Se um capital de R$ 4 000,00 for aplicado a juros de 12% ao ano, apos quanto
tempo da aplicacao sera obtido o montante de R$ 10 000,007

Solucgéo:

De acordo com os dados acima, temos:
M=C(@+i)t,C=4000,i=12%=0,12 e M =10 000,00.
Substituindo cada valor na expressdo M = C(1 + i)}, teremos:

10000 = 4000(1 + 0,12)' = 10000 =4000(1,12)' = 10000 = 4000 x 1,12 =

0
1,12t = 2000 = 1,12' = 3000

E agora, como resolver esta equagao?

E certo que se trata de uma equacgdo exponencial. Porém, ndo é possivel
resolvé-la, pois os dois membros da igualdade s&o diferentes, isto é, os dois
membros da equacao ndo sao bases iguais.

Assim, para determinar t com maior aproximacao, devemos conhecer um novo
assunto matematico denominado logaritmo.



Logaritmo

Considere a seguinte situagao:

A que expoente devemos elevar o nimero 6 para obter o nimero 2167

Solucéo:

Para resolver esse exercicio, vamos encontrar a equagdo exponencial que o
traduz. Assim, basta determinar o valor de x da equacéo:

65=216=>6=63=x=3 = S={3)}.

Vimos no exercicio acima, que o expoente 3 € a solugdo procurada. Porém,
conforme veremos adiante, teremos a necessidade de conhecer um novo
assunto onde o 3 € denominado logaritmo de 216 na base 6, que se escreve
da seguinte forma: log;216

Tal estudo torna mais facil a resolucdo de uma série de exercicios em que as
bases sao diferentes. Dessa forma, para resolvermos exercicios de
exponencial onde as bases séo diferentes, usaremos o0 estudo dos logaritmos
gue segue a definicdo abaixo:

Definicao:

Sejam a e b numeros reais positivos, com a # 1. Chama-se logaritmo de b na
base a o expoente real x o qual se eleva a para obter b.

log.b=x = a*=b,coma =0,0b=0ea = 1.

Da definicdo acima, temos:
X € o logaritmo ou logaritmo de b na base a.
b é o logaritmando

a é a base do logaritmo



Essa operacdo em que se obtém o valor de x chama-se logaritmacéo.

Por exemplo na igualdade 10g39 = 2, temos que:
2 é o logaritmo.
3 éabase.

9 é o logaritmando.

Lé-se: logaritmo de 9 na base 3 € igual a 2.

Notemos também que log,b s6 existe quando a > 0, a# 1 e b > 0, pois tais
restricdes sdo necessarias para a condi¢do de existéncia do logaritmo.

Exemplos:

a) Qual é o valor de log;100 =?
Solucéo:

Aplicando a definicdo de logaritmo, temos: log;100 = x & 1* = 100.

Vemos que ndo é possivel resolver tal equacdo, pois ndo existe nenhum
namero real positivo que ao elevar a base 1 tenha como resultado 100. Por
este motivo a base deve ser a# 1.

b) Qual é o valor de log_,8 =7

Solucgéo:

Aplicando a definicdo de logaritmo, temos: log_,8= x & {—2)* = 8. Vemos que
nao é possivel resolver tal equacéo, pois ndo existe x real, tal que (-2)* = 8. Por
este motivo é que a base deve ser a > 0.



c) Qual é o valor de logs(—25) =7
Solucgéo:

Aplicando a definicdo de logaritmo, temos: logs{—25) = x & 5% = —25. Vemos

gue nédo é possivel resolver tal equacao, pois ndo existe x real, tal que 5* = -
25. Por este motivo é que o logaritmando deve ser positivo( b > 0).

OUTROS EXEMPLOS RESOLVIDOS

a) log2 32

Solucgéo:

Chamando de x o valor procurado, temos por definicdo que:
log232=x = 2x=32=2%x=2% = x=5.

Portanto, logz 32 = 5.

b) logs 2
Solucéo:

Chamando de x o valor procurado, temos por definicdo que:

logg2=x =8 =2 = (23)*=2! = 2%=2! = 3x=1= x=

W | =

1
Portanto, logs 2 = 3

c)logz2=x

Solucgéo:

Chamando de x o valor procurado, temos por definicdo que:
loge2=x 22¥x=2 =22*=2' = x=1

Portanto, logz22=1



Solucgéo:

Chamando de x o valor procurado, temos por definicdo que:

logil=x= (=1 (=) =>x=0
s ps ] ps ] ps |

Portanto, logs 1 =0
=1

Propriedades dos logaritmos

e O logaritmo de 1 em qualquer base é sempre igual a zero.

log.1=0

Ex.:log,1=x = 1=2¥ > x=10

e Quando a base e o logaritmando séo iguais, o logaritmo é sempre igual
al.

log,.a=1

Ex..loge6=x = 8*=8 = =x=1

e Quando o logaritmando for uma poténcia da base, o logaritmo é o
expoente do logaritmando.
log.a® =k

Ex.:log,4*°=x = 43 =4% =5 x=3

e A poténcia de base a e expoente log,b é igual a b.

alogﬂh = b



Ex.: 2'°82% = x

| v
Considerando log-4 =y, temosque 2¥ =x e 2¥ =4, entdo x = 4
| A

Dois logaritmos numa mesma base sdo iguais se e somente se 0s
logaritmandos séo iguais.

Quando o logaritmando é o inverso da base o logaritmo € sempre igual a
-1

1 e 1
'Dgaa_
Ex.:ng3§=x = %=3"‘ - 31=3% =5 x=-1

Propriedades operatérias dos logaritmos

1) Logaritmo de um produto — o logaritmo de um produto de dois
nameros é igual a soma dos logaritmos desses numeros.

log.(a.b) =log.a+ log.b

Exemplol: log,{64.8) = log,64 +log,8 = 6+3 =9

Exemplo 2: log,(16.4. 8) =log,16 + log,4 +1log,8 = 4+ 2+3 =9



2) Logaritmo de um quociente — o logaritmo do quociente de dois
nameros € igual a diferenca entre o logaritmo do dividendo e o
logaritmo do divisor.

Ex.: log; = = log,64 — log,8 =6 -3 =3

3) Logaritmo de uma poténcia — o logaritmo de uma poténcia € igual
ao produto do expoente da poténcia pelo logaritmo da base dessa
poténcia.

log.b" = n.log.b

EX.: log,16® = 3.log,16 =3.2 =6

Caso particular

|

Mudanca de base

Dado log,b, para transforma-lo em logaritmo de base c, basta obtermos o
quociente do log.n por log.a.

Ex.: Passar [0g, 8 parabase 2.



Sistema de logaritmos
E o conjunto de todos os logaritmos huma mesma base.

| — Sistema de logaritmos decimais — é o sistema de base 10.

Indica-se: log,,x ou logx

Ex.:a) log,,12 =logl?2

b) log,,b = logh

Caso particular
Logaritmo decimal de uma poténcia de 10 é igual ao expoente dessa poténcia.
Exemplos: a) logl = logl0® =0

b) logl0 = logld! =1

C) logl00 = logl0? =2

d) 1og1000 = logl0® =3

€) log0,1 =logld~1=—1

f) 10g0,0001 = logl0™= = —4

Il — Sistema de logaritmos neperianos — € o sistema de base e ou sistema de
logaritmos naturais.

Indica-se: | 108.X OU Inx onde ¢ = 2,718281 ...

Ex.: a)log.5 =1In5 b) log.b = Inb



Para efetuar célculos que envolvem logaritmos, podemos utilizar uma
calculadora cientifica. Observe o uso de algumas teclas:

A tecla serve para calcular o logaritmo na base 10. Para calcular log 32,
digita-se 32 e aperta-se a tecla . Assim, obtemos log 32 = 1,5051.

A tecla serve para calcular o logaritmando de um logaritmo de base 10.

Para calcular b na expressao log b = 1,301, digita-se 1,301 e aperta-se em

seguida a tecla . Assim, obtemos b = 20.

Portanto, log 20 = 1,301

Se o logaritmo estiver na base e, utilizamos a tecla .

Se o logaritmando se refere a um logaritmo neperiano, utilizamos a tecla

Com o estudo de logaritmo, agora podemos concluir o exemplo pratico sobre o
crescimento populacional citado no capitulo anterior.

Em 1798, Thomas Malthus, no trabalho "An Essay on the Principle of
Population” formulou um modelo para descrever a populagdo presente em um
ambiente em func&o do tempo. Considerou N = N(t) o nimero de individuos em
certa populacéo no instante t. Considerou as hipoteses de que 0s nascimentos
e mortes naquele ambiente eram proporcionais a populacdo presente e a
variacdo do tempo conhecida entre os dois periodos. Chegou a seguinte
equacdo para descrever a populacdo presente em um instante t: N(t) = No e"
Onde N € a populagdo presente no instante inicial £t =0 e r € uma constante

gue varia com a espécie de populacéo.

Consideremos uma colbnia de bactérias se reproduzindo normalmente. Se
num certo instante havia 600 bactérias na colbnia, passadas 12 horas havia
1800 bactérias. Quantas bactérias havera na colénia apos 30 horas da ultima

contagem? (considere In3 = 1,01 e e*°% = 345)



Solucéo:

No instante inicial havia 600 bactérias, entdo No = 600, apos 12 horas havia
1800 bactérias, entdo:

N({12) = 1800. Substituindo esses valores na fungdo N(t) = N, e", teremos:

1800 = 600.e"2 = e2r = 222 @12r — 3 Apjicando In em ambos

Ine*?" = log. e’ = 12r, logo:
12r=1In 3
]- I
Assim: T = —— = =22 = 0,084166
12 12

Assim: N(42) = 300.e%2x0.0284186 — 300.e®>* = 300 X 34,5 =10350

Entdo, apos 30 horas da ultima contagem, ou seja, 42 horas do inicio da
contagem, havera 10350 bactérias.

Definicdo e representacéo grafica de funcao logaritmica

Funcéao logaritmica

Seja a um numero real positivo e diferentede 1 (a>0ea#1).

Chamamos func¢ao logaritmica de base a, a funcéo f : R. — R definida por

f(x) =log,xouy=10g_x, paratodox €R}.



Analisemos a seguir as representacdes graficas das funcbes logaritmicas
através de dois exemplos, onde o primeiro possui a base (a > 1) e o segundo
de base (0 < a < 1), pois sédo os dois Unicos tipos possiveis de base.

Exemplo 1:
a) f(x) = log,x

Fazendo uma tabela, podemos tracar o esbocgo gréfico de f(x)

X y =log, x (x,y)
1 1 1

Ll —log, = =-2 :_
N i)
1 1 1

1 y=1log,1=0 (1,0)
2 y=log,2=1 (2,1)

4 y=log,4=2 (4,2)




|-h||—t
|

Exemplo 2:

b) f(x) =log1x

X y =log, x (x,y)
1 1 1
- =log, —=2 -
s |7 g§4 (4’2]
1 1 1
- =log, = =1 =1
2 |’ ggz (2)
1 y=1log,1=0 (1,0
2
2 y=log, 2=-1 (2,-1)
2
4 y=log, 4=-2 (4,-2)

2
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=
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Observando os graficos podemos concluir:

e Paraa>1, afuncao é crescente

e ParaO<ac<1,afuncao é decrescente

e o0 grafico nuncatocao eixoy e ndo tem pontos nos quadrantes Il e
1]

e 0 grafico passa pelo ponto (1,0)

e o0 dominio dafungédo séo os nimeros reais positivos ( RZ ), ou seja,

somente 0os numeros reais positivos possuem logaritmo.
e aimagem dafuncéo sdo os numeros reais.

Condicéo de existéncia do logaritmo ou Dominio

Considere log,b == Para que o logaritmo x possa existir, devemos impor as
condi¢Oes abaixo:

{a::{]e'ai{]
b=0



Tais condicBes denominam-se campo de existéncia ou dominio dos logaritmos.

Exemplos: Determinar o dominio das funcdes definidas por:

a) f(x) = logz(x + &) Pela condicdo de existéncia dos logaritmos, devemos ter:
a>=0,a=*1eb =0 ondeiremos dividir em duas partes:
12)a=3>0e3#1
22)x+8>0>x>-8

Portanto, Dom(f) = {x R /x>-8}

b) fix) = log.—,12 . Pela condicdo de existéncia dos logaritmos, devemos ter:

a=0,a=*1eb =0 ondeiremos dividir em duas partes:

12)x-4>0ex-4#1=>x>4 e x#5

22)12>0

Portanto, Dom(f)={XER/x>4ex#5}

Equacdes logaritmicas

Vamos agora estudar as equacdes logaritmicas, ou seja, aquelas nas quais as
incégnitas estdo envolvidas no logaritmando ou na base do logaritmo.

Exemplo: Resolva as equacdes logaritmicas:
a)log,(x+5)= 3

Primeiramente, estabelecemos a condicdo de existéncia: x+5>0 => x> -5



log.(x+5) =322 =x+5=28 =x+52x=8-5>x=3

Como 3 atende a condicao de existéncia, entdo x = 3

b)log, 36 =2=>x2=36=>x=136=t6.

Observe que o valor de x nao pode ser —&, pois pela definicdo, a base deve ser
maior que O e diferentede 1 (a = 0ea = 1).

Portanto, x = 6

Exercicios resolvidos:
a) Se log2 = 0,3 e log3 = 0,4, calcular logb.
Solucéo:

Para determinar o valor de logé, iremos aplicar a propriedade
log,(a.b) =log,a+log,b, onde 6 = 2.3. Logo, logs = log(2.3) = log2 + log3 =
0,3+0,4=0,7.

Portanto, logs =0,7.

b) Se log2 = 0,3 e log3 = 0,4, calcular log-&.
Solucgéo:

Para determinar o valor de loz-&, devemos passar log-6 para a base 10, pois as

informacfes do exercicio log2z =103 e log3=04 estdo na base 10. Assim,
log:-b

aplicando a propriedade: log.b = , 0 nde que teremos:

logra

loge log2+logz 03404 0,7
= == = 2,33
log2 log2 0,3 0,3

log.6 =

Portanto, log.6 = 2,33.



c)Selog.a=6,log,b=12elog,c= —3, calcular:

1°) log.(a.b.c)

Solucdo: Aplicando a propriedade log.{a.b) =log.a+log.b, onde podemos
estendé-la para log. {a.b.c) =log.a+ log,b +log.c =6+ 12 - 3= 15.

Portanto, log..(a.b.c) = 15.

‘-,;'. a.b

3
.:-T_'EE'

2°) log,

Solucédo: Para resolver tal exercicio, iremos aplicar duas propriedades, pois
temos logaritmo de um quociente e de um radical. Assim, dividiremos o
exercicio da seguinte maneira:

L4}

a 10\3.1::
o 18 DDKE\

F - ]Ug__{ﬁ,‘-’.ﬂ,'ﬂ‘; - ]Dg{;'*?

(propriedade log, % = log,b —log_.c).

-

- 1
Jdog.{a.b®) elog. ic- = 3 .lﬂgxc

o 29 log.vab® :%

— 1
(propriedade log.%'b = log,bn = i.lﬂgah).

i

. Vab 1 e 1 a ) o1
ASSIm7 I'Dgx T —= — - ']Dg:{:..ﬂ' n%) - E . logxc_ = : :..]':'g:{3-+ ]Dg_.{;:l':_,l - E . logxc )
vC =

[ =1

onde log,b> = 5.log.b e log.c® = 2.log.c. Substituindo na expressio

anterior, teremos:

-
k]
o
i
[

{log.a+5.log. h)- % 2. log..c

Como log.,a=6, log,bh=12 e log,.c = —3, temos:



1 1 1. 1. . _B58 8
.16 +5.12 :I -=.2 —3:! ::.:__f:l'fj:l ':.:._—f:lj,l :?'l'g: 33+2=35.
v aks

Portanto, log, —— = 35.

x 32
Exercicios
1) Calcular os logaritmos:
a)log,16 b) log:243 c) logs;127 d) log1000

3

2) Usando as propriedades dos logaritmos determine o valor de:

a) 2'08s5lo826 b) 32,3083 c) log,(9.27.81)
d) log,2 +log,7 + log,3 e) log, 163

f) logs — g) log:300 —log;12

3) Sendo log,a = 4, log,,c = 6 elog,d = —1, calcular logy, (?)

4) Sendo log.a = 5, log,b = 2elog,c = —1, calcule:

a) log,.(a®.b.c) b) log, %111:



5) Sendo log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48, entdo log 60 vale:

a)1,78 b)141  ¢)1,041 d)2,141 e)0,141

6) Sendo log5 = 0,6 e log7 = 0,8, calcular o valor da expressao: log25 - 3.10g49 +
log3s

7) Determine o valor de x nas equacgdes logaritmicas abaixo:

a)log-:25=x b)log;1 =x c)log, 100 =x
d) log0,001 =x e)log, 6 =3 f)logix =4
g) logsx = —2 h)log,1/8 = x i) log13/32 = x

8) Determine o valor de x para que exista os logaritmos:

a) log, (x—3) b) 1‘33(2::”]8

©) logey1) V5 d) log, (x* — 9)

9) Resolva as equacdes:

a) log,(x—2)=4
b) log, 25 =2

c) log;(4x—1) =3



d) log,(x*—7x+13) =0

e) log,..(3x—2)=1

10) Construa o grafico das fun¢des logaritmicas definidas por:

a) f(x) = log,x b) f(x) = log:x o) f(x) =log,(x— 1)

11) O tempo t, em anos, para que um capital de R$1000,00, aplicado na
poupanca a taxa de 7 % ao ano, produza um montante de R$ 12000,00 é:

Dados: log 2 =0,3; log 3 =0,48,; log 1,07 = 0,03

a) 36 b) 24 c) 30 d) 18

12) Em pesquisa realizada, constatou-se que a populacao(P) de determinada
bactéria cresce segundo a expressdo P(t) = 25. 10!, em que t representa o
tempo em horas. Para atingir uma populacdo de 800 bactérias, sera necessario
um tempo de:

Dados:, log10=1,log 100 =2, log 25 =1,40, log 32 = 1,5.

a) 1 hora b) 1hora e 30 minutos c) 2 horas d) 1hora e 40 minutos

13) Determine o tempo t , em anos, para que um capital de R$2000,00,
aplicado na poupanca a taxa de 10 % ao ano, produza um montante de R$
6000,007?

Dados: log 3=0,48,; log 1,1 = 0,04

a) 10 anos b) 11 anos c) 12 anos d) 13 anos e) 14 anos

14) Em pesquisa realizada, constatou-se que a populacao(P) de determinada
bactéria cresce segundo a expressao P(t) = 3 . 2!, em que t representa o



tempo em horas. Para atingir uma populacdo de 3000 bactérias, sera
necessario um tempo de aproximadamente:

Dados: log2=0,3

a)8h b)9h c) 10 h d) 11 h e)12h

a1

15) O pH de uma solucdo é definido por pH=10gig($\'I onde H™ é a

concentracdo de hidrogénio em ions grama por litro de solucdo. Determinar o
pH de uma solucéo, tal que H™ = 1,0.107%,

16) Num determinado pais, a populacdo cresce a uma taxa de 4% ao ano,
aproximadamente. Considerando-se como base o ano de 1990, em quantos
anos a populacdo desse pais triplicard? Dados: log 3 = 0,47 e logl,04 =
0,017.

a)24anos b)25anos c)26anos d)27anos e) 28 anos

17) A corrente elétrica que atravessa um circuito é dada por i =i%.e7%%% em
gue i® é o valor da corrente no instante t=0 e i € o valor da corrente
decorridos t segundos. Determine em quantos segundos a corrente atinge 2%
do seu valor inicial. (dado: In 0,02 = —4).
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