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22 etapa

Funcao Exponencial

COORDENACAO

SERGIO LOPES RODRIGUES



Funcéo exponencial

Iniciaremos o estudo das fungdes exponenciais mostrando uma situacao
real onde esse assunto é aplicado. Logo a seguir faremos uma breve revisao
de potenciacao que € um contetdo basico desse assunto e apdés, iniciaremos o
estudo da funcdo exponencial.

Novos virus de computador chegam a 60 mil em apenas
um dia Empresas de seguranca cibernética lutam para
desenvolver vacinas cada vez mais rapidamente

Os virus de computador sdo como 0s que atacam o corpo humano.
Oportunistas, esperam que o sistema de defesa baixe a guarda para entrar no
organismo. Em outros casos, sao téao fortes que ndao importa a quantas anda a
imunidade do sujeito: os estragos sao inevitaveis. Nas maquinas, os danos sao
evitados com os antivirus, programas de computador que impedem — ou
tentam impedir — a acdo dos codigos maliciosos. E, acredite, no mundo dos
bits, fazer com que mocinhos vencam bandidos demanda muito esforco.

Isso porque a internet € hoje tdo perigosa quanto a vida real. Um
relatério da empresa de seguranca Symantec mostra que todos os tipos de
ataque on-line registraram aumento no ano passado. Em geral, os invasores
tentam roubar dados pessoais do dono do computador, como senhas de cartéo
de crédito (phishing), ou dominar a maquina para que ela ajude o invasor em
ataques maiores. Para se ter uma ideia, os hackers estdo investindo, até
mesmo, na producdo de falsos programas de  seguranca.

O empenho dos cibercriminosos origina, pelo menos, 30 mil novos virus
por dia, podendo chegar a 60 mil. Assim, a luta contra o inimigo invisivel exige
que as fabricantes de antivirus sejam cada vez mais rapidas. “Em alguns
casos, conseguimos produzir uma ‘vacina® em segundos, em outros,
precisamos de algumas horas para desenvolver algo realmente eficaz”, afirma
o diretor de comunicacao e pesquisa do McAfee Labs, David Marcus.(Correio
Braziliense - Publicagdo: 08/11/2010.



Considere a seguinte situagao:

Suponhamos que o numero de computadores infectado por certo virus
duplica a cada hora. Se no inicio da observacdo ha 100 computadores
infectados, calcule quantos estardo depois de 10 horas.

Observe que:

e ao final de 1 hora teremos 200 computadores infectados (100 . 2)
e ao final de 2 horas teremos 400 computadores infectados ( 100 . 4 ou

100 . 27%)

e ao final de 3 horas teremos 800 computadores infectados ( 100 . 8 ou
100 . 2%)

e entdo, ao final de 10 horas teremos 100 . 2" = 102 400 computadores
infectados.

E facil concluir que a lei que associa 0 numero de computadores
infectados y em funcdo do nimero de horas x € definida por y = 100. 2*.

Funcbes como essa sédo chamadas de fungdo exponencial. Elas
possuem esse nome porque apresentam variavel como expoente.

Revisao de Potenciacéao

Potenciacdo é uma multiplicacéo de fatores iguais.

Considere a seguinte situacdo 3 x 3 x 3 x 3. Podemos representa-la usando a
notacao de poténcia 3%, onde 3 é a base e 4 é o0 expoente. (Leitura: 3 elevado
a quarta poténcia).

O expoente determina a quantidade de vezes que a base serd multiplicada por
ela mesma.

. a ¢ a base
A — C, onde {béoexpoente
c € a potencia

Exemplos

a) 2°=2x2x2x2x2=32
b) 11°=11x11=121
c) 5 =5x5x5=125



Expoente par e expoente impar

e Expoente par: quando o expoente € par, a poténcia sempre tera um
resultado positivo.

Ex.:a) (—2)*=(=-2).(=2).(=2).(-2) = +16

o (-3 = (=)D (D (DD D=+2

e Expoente impar: quando o expoente é impar, a poténcia tera o sinal da
base no seu resultado.

Ex.:a) (-2)%5 = (-2).(-2).(=2).(-2).(-2) = -32

A

b) (+4)% = (+4). (+4). (+4) = +64
3 3 3 3 27

Casos Particulares

e Expoente zero: todo numero diferente de zero elevado a um expoente
zero é igual a 1(um).
Ex.a)7°=1
b) 132 =1 0 _ 1

o(-2) =1

e Expoente um: todo numero diferente de zero elevado a um € igual ao
proprio numero.

1 _
Ex..a)gl =8 s 3

b) 15! = 15

(-3 -~



e Expoente negativo: quando o expoente é um ndmero negativo
invertemos a base e trocamos 0 expoente para um namero positivo.

Ex.:a)(3)7% = G)‘L — é -
-0l

Expoente fracionario: uma poténcia de expoente fracionério representa

[ ]
uma raiz, e se a base a for a = 0, podemos escrevé-la assim:

Propriedades das poténcias

Produto de poténcia de mesma base — devemos repetir a base e

[ ]
somar 0s expoentes.
Ex.: @) 5.5%.5% = 5177 = 57 o an

al'l]—l'.l

b)a*.a™” = a7 = g



Divisdo de poténcia de mesma base — devemos repetir a base e

subtrair os expoentes.
Ex:a)3" +3*=3"%= 3° AT - an — AT

b)a® +a™* = a¥ " =@

Poténcia de poténcia — devemos repetir a base e multiplicar os

expoentes.
Ex.: a) (5:);' = 5% = 58 oM n K
Rl

b) (%)% = af (-3) = %

Poténcia de um produto — devemos elevar os fatores ao expoente

dado.
Ex.:a) (2.3)° = 2%.3° —
:__a.h)m= al'lllhl'll

b) (a.h)* = a*.b*

Poténcia de um quociente — devemos elevar a numerador e 0

denominador ao expoente dado.

Ex.: a) ( ]T = [
b) () ==

L=

3
ds

. m al'l]

w1 | ka3
ol |
(] .

o | b



Funcéo exponencial - Definicéo

Seja a um numero real positivo e diferente de 1, chamamos fungéo
exponencial de base a a fungao definida por:

f(x) =a* ou y=a*

Exemplos:

a) f(x)=5" b) y = @j

Grafico da funcéao

Analisemos a representacéo grafica das fungbes exponenciais por meio de
dois exemplos, a primeira com a>1 e a segunda com O<a<1.

Exemplos:

Construir o grafico das funcdes exponenciais definidas por:

a) f(x) = 3*
F X x
Y y=3
9
X '”'=3:Ic (xsﬂ
2 21
2 y'=3 =1§ (2’9}
-1 1
-1 =2 =1 -1. 7
y=3 =3 3
0
0 y=3 =1 ©.1)
1
1 y=3 =3 1,3) s
2
2 y=3 =9 2,9
1
I
vl "
2 .»i 0 1 2 v




o (2)

Jl\r
v=(%}x 9
X v:(%)x (xsv:'
2
2 |y=diLdo g 29
151 1
1 ly=(g)=3=3 (13
0 v:(%} =1 (0,1}
1
1 |y=p=1 | al
3
12 _1
2 =y=1 1
¥ (3 ] (2,9]
1 1
1_\
2 -1 0 1 2 B ’

Através dos gréaficos anteriores e suas tabelas, podemos concluir que:

e Para a>1afuncao é crescente.
e ParaO<ac<1afuncao é decrescente.

e O grafico ndo atinge o0 eixo x e ndo tem pontos nos quadrantes lll e
IV (y>0).

e O dominio dafuncao é o conjunto dos numeros reais D(f)=%R.

e A imagem dafuncdo é o conjunto dos nimeros reais positivos
Im(f)=%R".

e A curvaexponencial, em qualquer dos casos, passa pelo ponto
P(0,1).



Funcgéo crescente Funcéo decrescente

a>0 O<a<1

4) Determinar o gréfico da funcéo f(x) = 2x + 1
Solucgéo:

Basta fazer uma tabela, substituindo x com seguintes valores: - 2, -1, 0, 1, 2.
Em seguida, calcular as respectivas imagens e depois, adicionar 1 unidade a
cada imagem.

X f(x) fx)+1
) (o 1 1 5 5
2)=— —+1=—=1
2) 4 4 4 2
-1 f 1 1
(-1)—2 2+1—2—1,5
0 f(0)=1 1+1=2
1 f(1)=2 2+1=3
2 f(2) =4 4+1=5




Vejamos abaixo o grafico de f(x) =2x+ 1

Y fl=2"+1

o

[

N
flen B

-2 1 0 1 2

Equacdes exponenciais

Uma equacdo € chamada exponencial quando a variavel a ser
determinada aparece como expoente.

Exemplos: a)4*=1 b) 6**1 = 36 c) 8*-3=512

Para resolver uma equacdo exponencial, devemos reduzir ambos o0s
membros da igualdade a uma poténcia de mesma base e depois igualar os
expoentes para se obter uma equagdo comum. Vejamos:

a) Resolva a equacao exponencial 3* = 81.

Solucéo:



Transformando 81 em poténcia de base 3, temos que: 81 = 3% Logo, a
equacdao tera a seguinte forma: 3* = 3% . Igualando os expoentes, temos que X
=4.

Ha equacdes exponenciais em que ndo é possivel reduzir imediatamente
os dois membros da igualdade & mesma base. Por exemplo:

b) Resolva a equacgéo exponencial 9* — 4,3* + 3 = 0.

Solucéo:

Para resolvé-las, conveniente utilizar uma variavel auxiliar para facilitar a
solugéo. Vejamos:

Primeiro iremos transformando 9% em poténcia de base 3: 9% = (32)* = (3¥)2.
Em seguida, substituindo 9* por (3%)?, onde a equacéo ficara da seguinte
forma:

(3*)2—4.3* +3 =0 Trocando 3* = v, teremos uma nova equacao na variavel
y:
v?—4v+3 =0 (equacdo do 2° grau)
Aplicando a formula de Bhaskara:
A=(-4)2-413=16=12=4.
4+2

6
ety T

- (-4 442
2.1 2 \
4-2

=—— = -=1
y2 9

y:

para resolver a equacao do 2° grau, teremos 0s seguintes valores de y: y = 3
ouy=1.

Agora , basta trocar cada valor de y por 3%, onde teremos os valores de Xx:
y=1 = F=1> F=3°= x=0

y=3 = ¥=3=3 = x=1



Logo, o conjunto solucédo da equacao sera: S={ 0,1}

Funcao exponencial de base e

flx)= e

Entre as funcdes exponenciais de base maior do que 1, encontramos a
funcdo cuja base € o0 numero e = 2,718281828459........ , base essa que surgiu
pela primeira vez, no século XVIII com Euler. Esta designacdo conserva-se
como homenagem a este matematico, embora o numero seja chamado
Numero de Neper.

O numero e € um numero mistico da Matematica tal comoo 7 (Pl1). O

numero pi apareceu no célculo da &area e do perimetro do circulo. O nimero e
aparece na resolucdo de equacdes em que as incognitas aparecem em
expoente.

A funcdo exponencial f(x) = e* aparece em varios fenbmenos naturais,
como por exemplo, na capitalizagdo de juros (Economia), no crescimento de
uma bactéria (Biologia), no lixo radioativo (Quimica), na propagacdo de uma
doenga (Medicina), crescimento populacional (Geografia), entre outros.

Exemplo pratico:
O CRESCIMENTO POPULACIONAL

Em 1798, Thomas Malthus, no trabalho "An Essay on the Principle of
Population” formulou um modelo para descrever a populacdo presente em um
ambiente em funcdo do tempo. Considerou N = N(t) o nimero de individuos em
certa populacdo no instante t. Considerou as hipoteses de que os nascimentos
e mortes naquele ambiente eram proporcionais a populagdo presente e a

variacdo do tempo conhecida entre os dois periodos. Chegou a seguinte
equacdao para descrever a populacdo presente em um instante t: N(t) = No e"

Onde N, € a populagdo presente no instante inicial + = 0 e » € uma constante

gue varia com a espécie de populacéao.



Como aplicagdo numérica, consideremos uma colénia de bactérias se
reproduzindo normalmente. Se num certo instante havia 300 bactérias na
colénia, passadas 12 horas havia 900 bactérias. Quantas bactérias havera na
colonia apos 30 horas da dltima contagem? (considere
In3 = 1,01 e e*** = 34,5)

No instante inicial havia 300 bactérias, entdo No = 300, apds 12 horas havia
900 bactérias, portanto:

N(12) = 900

900 = 300.e™?

- S0
E.'.l_. —
300
E'l:." =3

Para continuar a resolugcéo desse problema precisamos antes fazer estudo de
um assunto que trataremos no proximo capitulo: funcéo logaritmica.

Exercicios resolvidos:

1) Resolva as equacdes:

, 36
a) 6% = 36 b) 52-1=125 c) 2 =64 d) (L= |-

Solucgéo:

a) Devemos transformar ambos os membros da igualdade em poténcias de
mesma base. Nesse caso, basta escrever 36 em poténcia de base 6, isto é, 36
= 6°. Logo, a igualdade sera: 6 = 6°. Igualando os expoentes, temos que: X = 2
= S={1}.

b) Transformando 125 em poténcia de base 5, temos: 125 = 53, Logo, a
igualdade sera: 5>~ = 53.Igualando os expoentes, temos: 2x —1 =3 = 2x = 3

4
+1=>2x=4=>x=5=2=> S={2}



c¢) Transformando 64 em poténcia de base 2, temos: 64 = 2°. Logo, a igualdade
serd: 2 ** = 26, |gualando 0s expoentes, temos: X2+ X =6 =2 X2+ x -6 =0
( equacao do 2° grau ).

Aplicando a férmula de Bhaskara:

A=12-4.1.(-6)=1+24=25,

—1+5 <
X1 = = -—=2
/ 2 2
- 1+4/25 —1+5
y= —
1 2 \
—-1-5 -6
X2 = = —=-3
2 2
Logo, S={-3, 2}
Simplificando por 2
/
12 6 36 6 o 6
d) Notemos que: 1,2=— = — e |[——- — — Substituindo 1,2 por — e
10 5 25 5 5

36 6 (G)X 6 _ (a)x (6)1 .
— or —, teremos: | — - - = - — - o alando oS
25 PO g 5 5 5 5) 94

expoentes, temos: x=1=S={1}.

2) Para evitar transtornos na venda dos ingressos de um torneio de futebol, os
organizadores decidiram vendé-los os da seguinte maneira: 3 ingressos no 1°
dia de venda, 9 no 2° dia, 27 no 3° dia e, assim por diante, até o 8° dia.
Pergunta-se:

a) Quantos ingressos foram vendidos no 5° e 6° dias, respectivamente?
b) Quantos ingressos foram vendidos ao todo nos trés dltimos dias?
Solucgéo:

Podemos observar que o numero de ingressos vendidos a cada dia formam a
seguinte sequéncia: 3, 9, 27, 81, ..., que também pode ser representada por: 3
=31,9=32,27=3%,81=34 .., isto &, pelaforma de exponencial 3%, 32, 33,
34, ..., através de uma funcéo exponencial f(x) = 3%, onde x = 1, 2, 3, 4, ...,



indicam cada dia de venda a partir do 1° dia. Dessa forma, para o 5° dia e 6° dias,
teremos, respectivamente: f(5) = 3° = 243 ingressos vendidos e f(6) = 3% = 729
ingressos.  Utilizando o mesmo raciocinio, para os trés  dltimos
dias,respectivamente,teremos:f(6) = 3% = 729, f(7) = 37 = 2187 e f(8) = 3% =
6561 ingressos vendidos.

Resposta:
Letra a) 243 e 729 ingressos, respectivamente.
Letra b) 729, 2187 e 6561 ingressos, respectivamente.

3) Paulo € um pequeno investidor. Aplicou R$ 9000,00 em um determinado
fundo de investimento, cujo rendimento é de 2% ao més. Quanto Paulo tera
depois de 10 meses de investimento? Quantos meses devera aplicar para ter
um montante de R$ 9550,877?

Solucéo:

Queremos determinar o total que Paulo tera no final de 10 meses, isto €,
0 montante que corresponde ao capital aplicado ( R$ 9000,00 ) mais o juro
apurado em 10 meses. Tal situacdo é feita através dos juros compostos,
através da matemaética financeira, em que M =C + J, onde M é o montante, C
o capital e J os juros no periodo apurado.

No inicio, Paulo possui R$ 9000,00. Depois, no final de 1° més, tera
9000,00 + 2% de 900,00 = 9000 + 180 = R$ 9180.

No final do 2° més, 9180 + 2% de 9180 = 9180 + 183,60 = R$ 9363,60.

No final do 3° més, 9363,60 + 2% de 9363,60 = 9363,60 + 187,27 = R$
9550,87.

Para tornar mais rapido a resolucéo, iremos utilizar uma expressédo da
matematica financeira dada por: M=C.(1+i )", emquei é ataxade juroe n o
tempo. Assim, poderemos resolver o nosso exercicio pela funcéo exponencial
M=C.(1+i)". Paraisso, basta trocar C por 9000, i por 2% = 0,02 e n por 10.
Logo, o valor que Paulo terd em 10 meses sera: M = 9000.( 1 + 0,02 )% =
9000. (1,02)1° =9000. 1,22 = 10970,95.

Logo, Paulo tera depois de 10 meses, R$ 10970,95.

4) Numa concessionaria de carros, um carro zero, perde o seu valor segundo a
funcdo C(t) = P.(0,7)!, onde P é o preco pago quando o veiculo é novo de
fabrica e t € o tempo em anos. Se esse automdvel custou R$ 58 000,00,
guanto custara apos 4 anos?



Solucéo:

Queremos determinar o valor de C(4), onde P =58 000 e t = 4. Entdo, C(4) =
58 000 . (0,7)* =58 000 . 0,2401 = R$ 13925,80.

5) Durante uma pesquisa, foi verificado que a populacdo P de determinada
bactéria cresce segundo a expressao P(t) = 35. 3!, onde t € o tempo em horas.
Quanto tempo serd necessario para que a populacdo de bactérias seja de
8505? Qual sera a populagéo de bactérias depois de 12 horas?

Solucéo:
Podemos dividir a solugéo do problema em duas partes:

12 parte) Queremos determinar para que valor de t, P(t)= 8505. Logo, basta
substituir P(t) por 8505 e resolver a equacao exponencial 8505 = 35 . 3t

8505
Isolando 3!, temos que 3! = 35 - 243, onde 243 = 3°. Entdo, 3! = 3°.
Igualando os expoentes, teremos t = 5.

Logo, a populagéo de bactérias levara 5 horas para se chagar a 8505.

22 parte) Queremos determinar o valor de P(12). Logo, basta trocar t por 12 e
resolver a expressdo 35 . 3'2=35.531441 = 18 600 435 bactérias.

Logo, a populacéo de bactérias sera de 18 600 435, apds 12 horas.

6) A populagcdo de rds de um criadouro estd diminuindo durante os meses
devido a contaminacdo da agua por problemas de abastecimento.Tal
diminuicdo é dada pela funcdo f(x) = 6000 — 20 . 2' -1, onde t é o nimero de
meses e f(t) o nimeros de rés. Determine:

a) Qual a quantidade de ras inicial?
b) Depois de quantos meses a quantidade de ras no criadouro era de 34407
Solucgéo:

a) A quantidade inicial de ras € dada no inicio do criadouro, isto €, quando t =
0. Logo, iremos determinar f(0) = 6000 — 20 . 2°-1 = 6000 — 20 . 2" = 6000 - 20

1 20
: E = 6000 - ? = 6000 — 10 = 5990 ras.



b) Depois de t meses a quantidade de ras era de 3440, isto &, f(t) = 3440.
Trocando f(t) por 3440, teremos: 3440 = 6000 -20.2!1= 20.2'-1=6000 -
2560
3440 =20.2!-1= 2560 = 2”:T=1Z8 > 21=2"5t-1=7 >t

= 8 meses.
Exercicios

1) Qual é o expoente da base:

a) 2 para que o resultado seja igual a 32?

1
b) 5 para que o resultado seja igual a E?

c) 8 para que o resultado seja igual a 1?

d) 16 para que o resultado seja igual a 4?

e) 81 para que o resultado seja igual a 27?

2) Resolva as equacdes exponenciais:

1
a) 16* = 256 b) 6X-2 =36 c) 492-% :;
d) 64 = (1024)" e)4—10.2X+16=0 f) 2x - 7x+12 2
2| 8
9) 0>+ t= [f—C h)43x=1

125



3) Em pesquisa realizada, constatou-se que a populacédo (P) de determinada
bactéria cresce segundo a expressado P(t) = 25 . 2!, em que t representa o
tempo em horas. Para atingir uma populacdo de 400 bactérias, serad necessario
um tempo de :

a)4 horas b)3horas c¢)2horas e 30 minutos d)2horas e) 6 horas

4) (FIC / FACEM) A producdo de uma induastria vem diminuindo ano a ano.
Num certo ano, ela produziu mil unidades de seu principal produto. A partir dai,
a producao anual passou a seguir a lei y = 1000 . (0,9)*. O niumero de unidades
produzidas no segundo ano desse periodo recessivo foi de:

a) 900 b) 1000 c) 180 d) 810 e) 90

5) Em uma pesquisa realizada constatou-se que a populacdo P em milhares de
habitantes de uma determinada regido cresce segundo a lei P(t) =5 . 3!, em
gue t representa o tempo em anos. Para que populacéo atinja uma quantidade
de 405 mil habitantes, sera necessario um tempo de t anos dado por:

a) 3 b) 4 c)5 d)6 e 7

6) Um capital de R$ 1000,00 foi aplicado na caderneta de poupanca a taxa de
juro composto de 10% ao ano. Determine:

a) A equacéo exponencial que expressa o montante acumulado em fungédo do
tempo t;

b) O montante depois de 4 anos;

c) O tempo em que essa aplicacdo acumulara um montante de R$ 1210,00.

7) Sob certas condi¢des, o numero de bactérias B de uma cultura, em funcéo

r
do tempo t, medido em horas, é dado por B(t)= 21z. Isso significa que 5 dias
apos a hora zero, o niUmero de bactérias é:

a) 1024 b) 1120 c) 512 d) 20



8) O volume de agua que fica dentro de uma banheira, depois que o ralo é
e T

aberto, pode ser obtido pela equacéo vV = 1350.(;] , onde 1350 € o volume

inicial em litros e t o tempo medido em minutos. Depois de quanto tempo

havera somente 600 litros de agua na banheira?

9) A producéo inicial de tratores de uma certa fabrica, era de 200 unidades.
Contudo, a producéo passou a dobra a cada 5 anos. Determine:

a) Quantas unidades terao sido produzidas em 10 anos?

b) Quantos anos teréo se passado quando a producéo atingir 3200 unidades
por ano?

¢) Qual é a equacao matematica que relaciona a producéo P com o tempo t,
em anos?

10) Uma floresta vem sofrendo um desmatamento anual que pode ser
expresso pela expressdo A =2.10°.(0,5) sendo A a éarea, em metros

guadrados, e t, 0 numero de anos decorridos desde o inicio do desmatamento.
Com base nessas informacdes, responda:

a) Qual é a area inicial da floresta?
b) Quanto restara da area da floresta depois de transcorrido 1 ano?

c) Depois de quanto tempo. Aproximadamente, a floresta tera sua area inicial
reduzida a oitava parte?

11) Construa o grafico das fun¢gdes exponenciais definidas abaixo e classifique-
as em crescente ou decrescente:

a) f(x) = 2% b) f(x) = (1)

Of(x)=4*—1 d) f(x) = 3x+1

12) Construa, no mesmo plano cartesiano, os gréficos das fungées flx) = 4* e
1% X

i) = (3)
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